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Avant-propos

Pourquoi ce manuel

Ce manuel a été rédigé en fonction de deux objectifs distincts mais
reliés. Le premier objectif était de produire un manuel de qualité,
en francais, sur un sujet fondamental en électronique numérique
et d'en faire une Ressource éducative libre (REL). Une recherche
préalable nous avait en effet permis de constater qu'il existe peu
de manuels récents de ce type sur le sujet. En offrant une telle
ressource a la communauté, nous souhaitons contribuer a rendre
plus accessible la formation dans ce domaine technologique
important.

Le deuxiéme objectif était de mettre au point et d'expérimenter
avec une méthode de travail congue spécifiquement pour faciliter
I'élaboration de telles ressources éducatives en faisant appel a un
ensemble d'outils libres et universellement accessibles. Un élément
clé de ce processus est de s'assurer de pouvoir obtenir un
document ou un ensemble de documents sources permettant de
faciliter la réutilisation, la révision et le remixage. Le manuel a donc
joué le réle de matériel d'expérimentation et de preuve de concept
pour le processus d'élaboration qui a été mis au point.

Pourquoi un manuel sous forme de ressource éducative libre

En plus de rendre I'éducation plus accessible, une ressource

vii
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éducative libre se préte particulierement bien a l'expérimentation
avec une variété dapproches pédagogiques qui permettront
d'adapter et de rapprocher le contenu de son destinataire ultime,
l'apprenant. On peut donc en espérer plus (de succés dans
I'apprentissage) pour moins (d'investissement pécuniaire).

Pour étre qualifiée de libre, une ressources éducative doit étre
congue, réalisée et distribuée sous un régime de protection
(licence) de fagon a faciliter les cing activités en R: Retenir (retain),
Réutiliser (reuse), Réviser (revise), Remixer (remix), Redistribuer
(redistribute).

Retenir:
faire, posséder, contréler une copie de la ressource (par ex.,
télécharger et conserver sa propre copie)

Réutiliser:
utiliser publiquement une copie (originale, révisée ou
remixée) de la ressource (par ex., sur un site web ou en classe)

Réviser:
éditer, adapter, modifier une copie de la ressource (par ex., la
traduire dans une autre langue)

Remixer:
combiner une copie originale ou révisée de la ressource avec
d'autres ressources existantes pour créer quelque chose de
nouveau (par ex., créer une oeuvre composite (mashup))

Redistribuer:
partager des copies (originales, révisées ou remixées) de la
ressource avec d'autres (par ex., donner une copie a un ami)
Si l'utilisation d'une licence libre confére le droit Iégal de réaliser
'une ou l'autre des activités en R, il importe de s'assurer que les
formats utilisés pour distribuer le contenu de la ressource ne
constituent pas en pratique un frein a I'exercice de ce droit. Dans
cet esprit, le manuel, et particulierement les documents sources
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utilisés pour le créer, sont distribués sous une variété de formats
ouverts qui devraient en faciliter I'adaptation, la réutilisation, la
révision et le remixage. Ces documents sources sont accessibles
via le dépdt Github https://github.com/gbegin/circuits_logiques/. Le
dépbt comporte également des transparents pouvant étre utilisés
comme supports d’enseignement.

A qui est-il destiné

Ce manuel s'adresse tout particulierement aux étudiants qui
suivent un enseignement technique, ou un premier cycle
universitaire, ainsi qu'a tous ceux qui s'intéressent a lingénierie
électronique. Le lecteur n'a besoin daucune connaissance
préalable pour pouvoir en assimiler les concepts, mais une
connaissance de la programmation permettra de pousser
I'expérimentation par simulation. Les notions couvertes par le
manuel sont typiquement enseignées dans les programmes
d'études en génie électrique, en génie informatique, voire, en
informatique: en premiére année au niveau universitaire premier
cycle, et de fagon moins approfondie, dans les programmes de
formation technique correspondants. Puisque ces notions sont
relativement universelles, moyennant une modeste adaptation
terminologique, le manuel pourra intéresser les étudiants de
partout dans le monde francophone.

Une recherche menée sur les principaux répertoires de REL pour
une ressource comparable, libre d'acceés et en francais, n'a pas
permis de trouver d'‘équivalent. Les manuels habituellement
utilisés pour l'enseignement de cette matiere, publiés le plus
souvent en anglais, sont treés colteux.

Pour étre utile a tous les groupes d'utilisateurs visés, le manuel
et les ressources associées doivent pouvoir étre offerts sur une
variété de supports qui permettent de maximiser la diffusion et
faciliter l'inclusion d’activités complémentaires (auto-tests, fichiers
de simulation, etc.), tout en maintenant la cohérence de 'ensemble.
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Comment utiliser ce manuel

Ce manuel est une introduction au domaine de la conception des
circuits logiques, qui sont a la base de tous les systémes
électroniques numériques, des plus simples au plus complexes. Les
objectifs du manuel refléetent une approche pédagogique inclusive,
progressive et pratique de l'enseignement de lingénierie
électronique. Le contenu, congu pour s'adapter aussi bien aux
environnements technologiquement avancés qu'aux méthodes
d'enseignement plus traditionnelles, est aligné aux objectifs
pédagogiques du cours dintroduction MIC1065 Circuits logiques
https://etudier.ugam.ca/cours?sigle=MIC1065 qui est enseigné a
'UQAM depuis plusieurs dizaines d'années. Il est possible de
I'adapter a tout cours d'introduction de niveau comparable.

L'analyse des objectifs pédagogiques a permis d'élaborer un
découpage des matiéres progressif et accessible. Comme il s'agit
d'une introduction sans préalables au domaine, la présentation
du matériel commence avec les concepts fondamentaux mais
relativement simples de la logique binaire, de I'algébre de Boole et
des tableaux de vérité. Ces notions peuvent étre assimilées sans
méme référer aux dispositifs électroniques qui seront utilisés plus
tard.

Par la suite, on voit comment les opérations logiques peuvent
étre mises en oeuvre au moyen de dispositifs électroniques, en
augmentant progressivement le niveau de complexité: d'abord
avec des portes logiques simples, puis avec des dispositifs
combinatoires plus complexes.

On aborde en deuxiéme partie les circuits logiques séquentiels
dont le comportement doit étre analysé en tenant compte de la
notion d'état, qui introduit la complexité supplémentaire d'un
fonctionnement qui varie avec le temps.

En exposant en premier lieu les techniques d'analyse des
systemes logiques (combinatoires ou séquentiels), et en étudiant
de nombreux types de circuits logiques classiques, il est possible de
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passer a des échelons éducationnels supérieurs en abordant dans
un deuxieme temps le défi de faire la conception des systémes
logiques en vue de répondre a des besoins exprimés par les
utilisateurs. On aborde ainsi les dimensions créatives qui sont au
coeur du travail du concepteur de circuits logiques.

En troisieme partie, la modélisation formelle et la simulation
des systemes logiques ouvre finalement la porte a des options
d'expérimentation qui permettront de consolider les notions
abordées, et de s'intéresser aux techniques modernes permettant
de faire la conception, la simulation, voire, la synthése de systémes
logiques complexes en exploitant notamment I'encapsulation et le
découpage hiérarchique.

Dans tout le manuel, les objectifs d'apprentissage sont présentés
clairement au début de chaque chapitre. En fin de chapitre, des
exercices et activités d'auto-évaluation offriront une rétroaction
rapide aux apprenants. Dans l'optique de pouvoir s'adapter autant
a des environnements technologiquement riches qu’a des usages
plus traditionnels (avec manuel imprimé ou document pdf), des
exercices (dont certains avec solutions) sont fournis a la fin du
manuel pour faciliter l'auto-évaluation des apprentissages. Un
effort spécial est fait pour s'assurer de produire du matériel
accessible, quel que soit le médium final.

Le manuel propose également des options de logiciels libres
d'accés pour pouvoir effectuer la spécification, la modélisation et
la simulation de systémes logiques, et ce a différents niveaux
d'abstraction. Ces options permettent a pratiquement tous les
lecteurs, quelles que soient leur ressources financieres, de mettre
en pratique les notions présentées dans le manuel. Comme les
outils logiciels effectivement utilisés pour produire le manuel et le
matériel qu'il comporte (schémas, exemples, modéles, simulations,
etc.) sont libres d'accés, les apprenants pourront s'en inspirer et
s'approprier ces logiciels qui deviendront dans leurs mains des
outils d'auto-apprentissage qui leur permettront de pousser
encore plus loin leurs apprentissages.
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Organisation de la matiére

Les chapitres 1 a 3 sont consacrés aux concepts de base de la
logique binaire et des systémes de numération. Ces notions sont
présentées d’'un point de vue relativement abstrait qui n'est pas
étranger au fait que la logique binaire mise en oeuvre dans les
circuits numériques modernes est fondée sur des principes
mathématiques, voire philosophiques établis bien longtemps avant
'avenement de I'électronique.

Dans les trois chapitres suivants, on voit comment la logique
peut s'incarner dans des dispositifs électroniques: d'abord avec
des portes logiques simples (chapitre 4), et plus avant, avec des
dispositifs combinatoires plus complexes (chapitre 6). On présente
également les approches permettant de simplifier les circuits
logiques combinatoires, c'est-a-dire ceux dont le comportement ne
dépend pas du temps (chapitre 5).

Les circuits logiques séquentiels, qui, eux comportent de la
mémoire, sont considérés ensuite. On présente d'abord les loquets
et bascules, composants de base des circuits séquentiels (chapitre
7), puis on aborde l'analyse (chapitre 8) et la conception (chapitre
9) de circuits séquentiels synchrones. Le chapitre 10 présente de
nombreux types de circuits séquentiels typiques, alors que le
chapitre 11 est consacré aux différents types de mémaoires.

Le chapitre 12 offre une bréve introduction aux dispositifs
logiques programmables qui aménent les circuits logiques a un
autre degré de flexibilité et d'intégration.

Dans les chapitres 13 et 14, on s'intéresse a la modélisation
de circuits, en introduisant le langage descriptif VHDL, qui permet
de décrire formellement des circuits logiques pour en faire la
conception, la simulation, voire, la synthése.

Le manuel se conclut avec des séries d'exercices (chapitre 15) qui
permettront de mettre en pratique les notions abordées.
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Comment accéder au contenu

Si vous lisez ceci via Pressbooks, vous avez déja sous la main accés
au contenu en direct, en cliquant sur les liens vers les différentes
parties et chapitres du manuel. Faire la lecture en ligne vous
permet d'accéder rapidement aux différentes sections et offre la
possibilité de réaliser les exercices et activités d'auto-évaluation de
fin de chapitre avec rétroaction immédiate.

Pressbooks permet aussi de télécharger des versions ebook ou
pdf du manuel, qui pourront étre imprimées ou consultés sur une
liseuse. La mise en page de ces versions est parfois moins bien
adaptée aux formats de page, particulierement dans le cas des
illustrations, qui peuvent parfois étre trop petites. De plus, le
contenu mathématique n'est pas toujours bien supporté par les
liseuses électroniques.

Le dépdt Github https://github.com/gbegin/circuits_logiques/
permet également de télécharger une version pdf du manuel qui
a été produite directement sans passer par Pressbooks, et dans
laquelle la mise en page et le contenu mathématique sont mieux
rendus. Cette version serait la plus avantageuse pour une
impression sur papier du manuel.

A propos de l'auteur

L'auteur, Guy Bégin, est professeur au département d'informatique
de I'Université du Québec a Montréal. Ses recherches l'ont toujours
amené a s'intéresser aux 0 et aux 1 si souvent rencontrés en
circuits logiques, mais également en télécommunications
numeériques, son champ de recherche privilégié.

Au cours de sa carriere de professeur a 'UQAM depuis plus
de trente ans, il a enseigné une quinzaine de cours différents en
électronique, informatique et télécommunications, a tous les
cycles. Comme directeur de programme (pendant une dizaine
d'années), il a participé a sept projets de création ou de
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modification majeure de programmes d'études a tous les cycles,
dont cing comme responsable principal. Il a ainsi été amené a
élaborer un grand nombre de nouveaux cours, préparer une
variété de matériel pédagogique (notes de cours, transparents,
capsules vidéo, activités d'apprentissage sur Moodle, etc.). Il a de
plus été un des premiers de son département a expérimenter
I'enseignement a distance (cours comodal en 2008, encadrement
aux cycles supérieurs a distance, 2011-2013).

Comme directeur du seul programme de génie de I'histoire de
I'UQAM (baccalauréat en génie microélectronique, de 2002 a 2016),
il a été au centre du processus d'agrément du programme aupres
du Bureau canadien d'agrément des programmes de génie, selon
la formule des «qualités de lingénieur», une forme élaborée
d'approche par compétences.
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Commons Attribution - Partage dans les mémes conditions 4.0
International.
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Partager
- Copier, distribuer et communiquer le matériel par tous
moyens et sous tous formats.
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- Remixer, transformer et créer a partir du matériel pour
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Selon les conditions suivantes :

Paternité
- Vous devez citer le nom de l'auteur original.

Mémes conditions
- Si vous remixez, transformez, ou créez a partir du matériel
composant I'Oeuvre originale, vous devez diffuser 'Oeuvre
modifiée avec la méme licence.
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combinatoires et séquentiels. Université du Québec a Montréal.
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pour la simulation:
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Schemdraw
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+ Simulation logique
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Simulateur Digital

+ Coloration syntaxique
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Pygments
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CHAPITRE 1

Systemes de numération

1. SYSTEMES DE NUMERATION

1.1. Objectifs

+ Comprendre le fonctionnement du systéeme de
numération binaire

« Pouvoir effectuer des conversions entre nombres en
représentation
binaire, octale, hexadécimale

« Comprendre le réle des compléments et la représentation
de nombres signés

« Comprendre la notation fractionnaire
+ Se familiariser avec quelques codes courants

+ Pouvoir effectuer des opérations arithmétiques sur des
nombres binaires

1.2. Systémes numériques

Les systémes numériques sont omniprésents dans notre monde

3
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technologique. La grande force des systemes numériques est leur
capacité a représenter l'information sous toutes ses formes et a
permettre la manipulation de cette information. Tout ensemble
dont les éléments peuvent étre dénombrés, comme un alphabet
ou un ensemble fini de couleurs, se préte naturellement a une
représentation numérique. Mais il est également possible de
représenter des informations qui correspondent a des
informations provenant d'ensembles continus, comme par
exemple des informations sonores, en procédant a une
numeérisation par échantillonnage et codage.

Une bonne facon de se familiariser avec la représentation
numérique de l'information est d’étudier le systéeme de numération
binaire. Dans un chapitre suivant, nous étudierons les principes
fondamentaux de la logique binaire. C'est sur ces deux bases que
nous pourrons établir notre exploration des circuits logiques.

1.3. Nombres binaires

Les nombres binaires sont essentiellement construits de la méme
facon que les nombres décimaux qui nous sont plus familiers. La
différence fondamentale tient au fait qu'il n'est possible d'utiliser
que deux symboles (chiffres), 0 et 1, plutét que les dix chiffres de 0
a 9. Les chiffres sont nommeés bits (contraction de b inary dig it).
Par exemple, le nombre décimal que nous écrivons 2843
correspond a 2 X 1000 4+ 8 x 100 + 4 x 10 4+ 3 x 1. Il sagit
d'un systéme positionnel, dans lequel la valeur attribuée a un
chiffre est définie par sa position et par la valeur de la base du
systeme de numération. Ainsi, pour ce nombre décimal, la base
vaut 10 etona 2 x 103 +8 x 10* +4 x 10* + 3 x 10% La
position la plus a gauche est celle dont la valeur est la plus grande.
C'est le chiffre le plus significatif; 1a position de droite correspond
au chiffre le moins significatif. On peut imaginer une virgule
apreés le chiffre le moins significatif, pour délimiter la partie entiére
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du nombre. D'autres chiffres, placés a droite de cette virgule
correspondraient a la partie fractionnaire. Nous y reviendrons.

Les mémes regles positionnelles permettent dattribuer une
valeur a un nombre binaire, en tenant compte du fait que la base
vaut cette fois-ci 2. Par exemple, la valeur attribuée au nombre
binaire 10101 est

Ix2tr0x22+1x2240x2' +1x2°=16+44+1=21
comme on peut voir dans le tableau 1.

Tableau 1 : Valeur binaire du nombre 100101

Position 4 3 2 1 0
Valeur 24 25 22 21 20
Valeur déc. 16 8 4 2 1
Bit 1 0 1 0 1

Nous avons ici le bit le plus significatif a gauche et |e bit le moins
significatif a droite. Chaque chiffre vaut 2 fois plus que le chiffre
immédiatement placé a sa droite.

1.4. Conversion binaire <-> décimal

Convertir un nombre entier binaire en nombre décimal se fait
naturellement, en s'appuyant sur les valeurs associées a la notation
positionnelle. La conversion en sens inverse, de décimal a binaire,
est un peu moins évidente. La méthode consiste a faire une
division entiere du nombre (et des quotients successifs) par 2 et
a noter les restes obtenus. Le premier reste correspond au bit le
moins significatif, et le dernier, au bit |le plus significatif.

Par exemple, les opérations pour convertir 37 en binaire sont
résumées dans le tableau 2.
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Tableau 2 : Etapes de conversion de 37 en binaire

Quotient entier Reste Coefficient
372 18 1 ag =1
1872 9 0 a; =0
972 4 1 az =1
YY) 2 0 a3 =0
22 1 0 as =0
12 0 1 as =1

On obtient ainsi 100101.

1.5. Notation

Puisque les notations de nombres binaires, octaux, hexadécimaux
ou décimaux font appel a des chiffres qui sont tous tirés du méme
ensemble, il y a un risque d’ambiguité si on ne connait pas la base
utilisée. Par exemple 11 peut soit s'interpréter comme onze (si on
suppose la base 10) ou comme trois (si on suppose la base 2).
A moins que le contexte ne soit absolument clair, il vaut mieux
étre explicite pour éviter de telles ambiguités. C'est pourquoi on
dénote souvent explicitement la base; comme par exemple, (11)2
pour le nombre trois en binaire qui pourra étre distingué de (11)10,
le nombre onze en décimal.

1.6. Représentations compactes de nombres binaires

En comparant un nombre décimal et sa représentation binaire,
comme par exemple ici 37 et 100101, on voit bien que la
représentation binaire est nettement plus encombrante. On utilise
souvent des notations plus compactes mais qui conservent un lien
direct avec la représentation binaire : la représentation octale et la
représentation hexadécimale.
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1.6.1. Représentation octale

By

La représentation octale consiste a utiliser la base 8, avec les
chiffres 0, 1, ..., 7. On voit la correspondance entre les nombres
en binaire et les chiffres de la représentation octale dans le tableau
3.

Tableau 3 : Représentation octale

Binaire Octal
000 0
001 1
010 2
011 3
100 4
101 5
110 6

111 7

Pour convertir un nombre binaire en nombre octal, il suffit de
regrouper les bits par groupes de trois bits, en partant de la droite
(bit le moins significatif), et de remplacer chaque groupe par le
chiffre en base 8 correspondant.

Par exemple, pour (1010011110001)2, on aura le découpage du
tableau 4.

Tableau 4 : Regroupement pour conversion en octal

Binaire 1 010 011 110 001

Octal 1 2 3 6 1

On obtient le nombre octal (12361)8.
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1.6.2. Représentation hexadécimale

La représentation hexadécimale consiste a utiliser la base 16, avec
les chiffres 0, 1, ...,9, auxquels on ajoute les lettres A, B, C, D, E et
F pour représenter les valeurs de dix a quinze respectivement1. On
voit la correspondance entre les nombres en binaire et les chiffres
de la représentation hexadécimale dans le tableau 5.

Tableau 5 : Représentation hexadécimale

Binaire Hexadécimal
0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 8
1001 9
1010 A
1011 B
1100 C
1101 D

1110

1111

Pour convertir un nombre binaire en nombre hexadécimal, il suffit
de regrouper les bits par groupes de quatre bits, en partant de la
droite (bit le moins significatif), et de remplacer chaque groupe par
le chiffre en base 16 correspondant.
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Par exemple, pour (1010011110001)2, on aura le découpage du
tableau 6.

Tableau 6 : Regroupement pour conversion en hexadécimal

Binaire 1 0100 AN 0001

Hexa 1 4 F 1

On obtient le nombre hexadécimal (14F1)16.

1.6.3. Conversion en sens inverse

La conversion de octal (respectivement, hexadécimal) a binaire se
fait simplement en remplacant chaque chiffre octal (resp.,
hexadécimal) par le groupe de trois (resp., quatre) bits
correspondant, en partant du moins significatif.

1.7. Nombres binaires fractionnaires

Il est aussi possible de représenter des nombres fractionnaires en
base 2. En gardant a I'esprit que la position d'un bit détermine sa
valeur, il suffit d'étendre le principe déja établi aux bits qui seront
placés aprés la virgule qui sépare la partie entiere de la partie
fractionnaire. Les indices des positions a droite de la virgule seront
négatifs.

Le tableau 7 donne en exemple le détail de I'évaluation de la
valeur du nombre fractionnaire (101,11)2. On obtient comme
valeur

Ix440x24+1x14+1x1/2+1x1/4=5,75.
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Tableau 7 : Evaluation de la valeur du nombre fractionnaire (101,11)2

Position 2 1 0 -1 -2
Valeur 22 ol 20 91 22
Valeur déc. 4 2 1 1/2 1/4
Bit 1 0 1 1 1

1.8. Opérations arithmétiques binaires

Il est possible de transposer les opérations arithmétiques
habituelles pour effectuer différentes opérations arithmétiques :
addition, soustraction, multiplication, division, avec des nombres
binaires. Nous verrons plus loin comment ces opérations
s'exécutent lorsque nous aurons établi les formes d'encodages
binaires qui seront utilisés pour les nombres, notamment la
représentation des nombres signés.

1.8.1. Multiplication et division par deux

Pour multiplier un nombre binaire non signé par deux, il suffit de
décaler tous ses bits d'une position vers la gauche. Sile nombre est
entier, on devra insérer un zéro a la position zéro. Si le nombre est
fractionnaire, le bit le plus significatif de la partie fractionnaire se
retrouvera a la position zéro.

(10011)2 x 2 = (100110)2

(10(), 11)2 X 2= (1001, 1)2

Pour diviser un nombre binaire par deux, il suffit de décaler tous

ses bits d’'une position vers la droite. Une division fractionnaire
produira possiblement un nombre fractionnaire, comme dans
I'exemple suivant.

1. Division fractionnaire

(10011)2 = 2 = (1001,1)2
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2. Division entiere
Pour une division entiére (sans fraction), on éliminera le bit
qui aurait été placé apres la virgule.
(10011)2 + 2 = (1001)2
Il est évident de généraliser ces opérations pour les
multiplications ou divisions par des puissances de 2: par
4, 8, 16, etc.

1.9. Compléments de nombres

Les compléments de nombres jouent un réle dans la simplification
de certaines opérations mathématiques et logiques. Dans un
systéme de numération de base b, on considére deux types de
compléments : le complément a b et le complément 3 b — 1. Pour
la base 10, nous aurons donc le complément a dix et le
complément a neuf. Pour les nombres binaires (base 2), nous
aurons le complément a deux et le complément a un. Pour évaluer
les compléments d'un nombre, on doit tenir compte du nombre de
chiffres que comporte ce nombre.

1.9.1. Complément a neuf et complément a un

Soit un nombre entier /N en base b constitué de 7 chiffres. Le
complémenta b — 1de Nest (b — 1) — N.

Par exemple, en base b = 10), le complément a neuf pour le
nombre décimal N = 4576 formé de m = 4 chiffres sera
(" —1) — N = (10* — 1) — 4576 = 5424.

En base b = 2, le complément & un pour le nombre binaire
N = (10011)2 = (19)10 formé de n =05 bits sera
(" —1)—N=(2°-1)—19=12 ce qui donne en
binaire : (12)10 = (1100)2.

On peut vérifier qu'il est treés facile, en binaire, de déterminer
le complément a un, sans effectuer de calculs, en inversant
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simplement chacun des bits de la représentation binaire du
nombre a complémenter. Ainsi, avec notre exemple, on trouve :

10011
01100
Remarquons ici un zéro non significatif comme premier bit a
gauche.

1.9.2. Complément a dix et complément a deux

Le complément & b de l'entier N s'évalue comme (b™) — N. Cela
correspond a ajouter 1 au complément 3 b — 1.

Ainsi, pour notre exemple précédent en base b = 10, le
complément a dix pour le nombre décimal N = 4576 formé de
n = 4 chiffres sera (b") — N = (10%) — 4576 = 5425.

Pour notre autre exemple, en base b = 2, le complément a deux
pour le nombre binaire N = (10011)2 = (19)10 formé de
n = b bits sera (b"") — N = (25) — 19 = 13 ce qui donne en
binaire : (13)10 = (1101)2.

L'évaluation directe a la main, sans calculs, du complément a
deux est également possible en suivant la démarche suivante :

1. On parcourt le nombre binaire initial a partir (a droite) du
bit le moins significatif en retranscrivant les bits
rencontrés jusqu’'a atteindre un premier bit 1, que I'on
retranscrit également.

2. On continue la retranscription vers la gauche, en
inversant cette fois les bits subséquents.

Par exemple, pour (10110)2, on aura la démarche détaillée dans
le tableau 8. Les étapes sont numérotées selon la position
considérée, a partir de la droite.
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Tableau 8 : Etapes pour complément a deux

Nombre 1 0 1 1 0

Etape 0 0 Retranscrit
Etape 1 1 0 Retranscrit
Etape 2 0 1 0 Inversé
Etape 3 1 0 1 0 Inversé
Etape 4 0 1 0 1 0 Inversé

Pour une évaluation par un circuit, on commencera par déterminer
le complément a un par inversion et on lui additionnera 1 pour
obtenir le complément a deux.

1.10. Nombres signés et codage

Représenter des nombres > () en binaire est donc relativement
naturel. Dans l'optique ou on voudra stocker ces nombres dans
une mémoire binaire numérique, il n'y a qu'a prévoir une taille
suffisante (en nombre de bits) pour pouvoir accommoder des
nombres assez grands pour I'application considérée. Avec 1 bits, il
est possible de représenter des entiers de () & 2™ — 1 avec cette
représentation « naturelle ».

Mais on peut se demander comment représenter des nombres
négatifs, c'est-a-dire < (). Une premiére observation est le fait que
si on considere des nombres positifs et négatifs, on double en
quelque sorte la quantité de valeurs a représenter. Par exemple, il
y a 21 nombres a représenter si on veut pouvoir utiliser les valeurs
comprises entre —10 et 410, comme on peut le voir dans le
tableau 9.
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Tableau 9 : Nombre de valeurs a représenter entre — 10 et -|— 10

Gamme N. de valeurs
de-10a-1 10

0 1

de1a10 10

Total 21

Nous devons donc nous assurer d'avoir autant de combinaisons de
bits qu'il sera nécessaire. La deuxiéme observation est qu'il faudra
un moyen de distinguer les nombres positifs des nombres négatifs.
Si on veut que cette distinction puisse se faire non seulement
sur papier, mais surtout lorsque les nombres seront stockés et
manipulés dans un systéeme électronique, il faut définir un format
binaire «tout compris» qui permette de le faire.

Nous devons donc établir un code, c'est-a-dire une convention
qui permettra de donner un sens a un groupe de bits. Le choix de la
convention devrait étre guidé par les usages qui seront ultimement
faits des nombres qui seront représentés.

En fait, lorsque nous avons convenu (implicitement) de
représenter des nombres entiers en utilisant directement la
conversion en base 2 des nombres décimaux, nous avons établi un
code de représentation qui, bien que naturel, n'en est pas moins
une convention. Ici, nous devrons formuler plus explicitement la
convention qui sera utilisée pour représenter les entiers signés.

Une convention de représentation peut étre établie totalement
arbitrairement, mais elle sera sans doute plus utile si elle peut
contribuer a faciliter des opérations courantes réalisées avec les
éléments a représenter. Puisqu'il est question ici de nombres
entiers signés, l'opération a considérer en priorité est I'addition.
Nous devrions aussi considérer les trois points suivants dans notre
choix de convention pour attribuer des codes binaires aux valeurs.
(Pour illustrer notre réflexion, nous allons considérer des nombres
pouvant étre représentés par des codes binaires de 4 bits, ce qui
permet en théorie de représenter un total de 16 valeurs.)
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1. Puisqu'il faudra partager notre ensemble de codes
binaires en deux, il serait logique de placer la
représentation pour zéro au centre de ce découpage.

2. Les codes binaires utilisés pour un nombre et pour son
inverse additif devraient étre disposés symétriquement
autour du code utilisé pour représenter le zéro. Il est
naturel de représenter la valeur zéro avec le code 0000.

3. L'ordre des codes devrait correspondre a l'ordre des
nombres. On sait bien comment ordonner les nombres
entiers, en passant des nombres négatifs aux nombres
positifs.

Quel ordre serait approprié pour les représentations (codes
binaires)? L'ordre naturel, du moins pour les nombres entiers
positifs, serait de passer de 0000 a 0001 a 0010, etc. Il faudra
cependant limiter le nombre de valeurs positives, car il faut
réserver des codes pour les valeurs négatives, et nous avons déja
utilisé un code pour le zéro. Quel code binaire devrait-on placer
juste avant le zéro, pour représenter -1? Si on dispose I'ensemble
des codes binaires entre 0000 et 1111 selon un cycle, comme
illustré sur la figure 1, alors le code approprié pour -1 sera 1111. Et
le code pour -2 sera 1110. Un avantage de cette disposition est que,
en ajoutant 1 pour passer de -2 a -1, on parcourt le cycle dans le
méme sens qu’en ajoutant 1 pour passer de 1 a 2.
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Figure 1 : Relations entre les codes dans lassignation en

complément a deux

En suivant cette logique, on pourra, comme indiqué sur la figure,
assigner les codes dans les boites en ellipses, en jaune, a des
valeurs positives et les codes dans les boites en hexagones, en vert,
a des valeurs négatives. Si on assigne autant de valeurs positives
que de valeurs négatives, un seul code binaire ne sera pas
utilisable, le code 1000, dans la boite en losange. Tout mouvement
selon le sens des fleches (horaire) sur lillustration correspond a
une addition; tout mouvement en sens inverse correspond a une
soustraction. Les nombres binaires seront ainsi symétriques par
rapport a notre zéro.

Nous obtenons ainsi I'assignation du tableau 10.
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Tableau 10 : Assignation de codes aux nombres de 4 bits

Code Nombre
1001 -7
1010 -6
1011 -5
1100 -4
1101 -3
1110 -2
1111 -1
0000 0
0001 1
0010 2
0011 3
0100 4
0101 5
0110 6
0111 7
1000 aucun

Voici quelques observations importantes sur cette représentation.

1. Tous les codes des nombres négatifs ont le premier bit a
gauche (qui serait le bit le plus significatif) a la valeur 1,
alors que les autres codes ont la valeur 0. Ce bit peut ainsi
servir d'indicateur de signe, avec la convention habituelle
qgu’'on ne met pas de signe au zéro. On parlera ainsi de bit
de signe pour dénoter ce bit, qui ne contribue pas a la
grandeur (en valeur absolue) du nombre.

2. Lllinverse additif d'un nombre n, c'est-a-dire —7N, est
représenté par le complément a deux du nombre. Ceci
signifie que pour trouver l'inverse additif d'un nombre, il
suffit de calculer son complément a deux. Le complément
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a deux du complément a deux nous redonnera le nombre
initial, conformément a la double négation — — N = N,

Il existe d'autres conventions pour la représentation de nombres
signés, comme la représentation signe+magnitude, mais la
représentation en complément a deux est de loin la plus utilisée.

1.11. Opérations arithmétiques binaires

1.11.1. Addition de nombres non signés

En transposant les opérations classiques pour effectuer a la main
des additions ou des soustractions, il est possible d'effectuer des
calculs avec des nombres binaires. Additionner des nombres
entiers non signés ne pose pas de difficultés particulieres.

On suppose deux nombres entiers binaires non signés A et B
représentés en utilisant le méme nombre de bits (si un nombre
est plus petit, on ajoutera des 0 non significatifs a gauche pour
compléter la représentation). Lorsqu’on effectue l'opération bit par
bit, en partant de la position la moins significative, on peut utiliser
la table d'addition suivante. A la position 7, on a trois entrées &
prendre en considération : A; et B;, les bits des nombres a
additionner, et 2;_1, la retenue provenant de la position 2 — 1. En
sortie, on a la somme \Sj et la retenue R;.

On suppose deux nombre entiers binaires non signés A et B
représentés en utilisant le méme nombre de bits (si un nombre
est plus petit, on ajoutera des 0 non significatifs a gauche pour
compléter la représentation). Lorsqu’'on effectue l'opération bit par
bit, en partant de la position la moins significative, on peut utiliser
la table d'addition suivante. A la position 7, on a trois entrées &
prendre en considération: A; et B; les bits des nombres a
additionner et R;_1, la retenue provenant de la position ¢ — 1. En
sortie, on a la somme \Sj et la retenue ;. On obtient le tableau de
vérité suivant (11).
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Tableau 11 : Tableau de vérité pour I'additionneur binaire

A; B; R R; Si
0 0 0 0 0

0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0

1 0 0 0 1

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 1 1
Exemple :

A:101110001
B:001111001
S:111101010
R:001110001

S'il y a une retenue non nulle a la suite de I'addition a la position
la plus significative, il y a un débordement, car le résultat est trop
grand pour étre représenté avec le nombre de bits initial.

1.11.2. Addition de nombres signés

L'addition de nombres signés codés avec la représentation en
complément a deux est nettement avantageuse. Il suffit
d'additionner les deux nombres comme s'il s'agissait de nombres
non signés, en incluant les bits de signe dans le calcul. La retenue
qui émane de la position la plus significative ne doit pas étre prise
en compte.

Exemple 1 :

Additionnons A = =2 et B = 4, représentés respectivement
(1110)2 et (0100)2.

A:1110
B:0100
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S:0010
R:1100

qui nous donne bien le résultat escompté : S = (0010)2 = (2)10.

Exemple 2 :

Additionnons A = 3 et B = —5, représentés respectivement
(0011)2 et (1011)2.

A:0011
B:1011
S:1110
R:0011

qui nous donne bien le résultat escompté : S =(1110)2 = (-2)10.

On peut vérifier facilement qu'additionner un nombre avec son
complément a deux donne toujours zéro, ce qui revient a faire
—n+n=0.

Comme avec I'addition de nombres entiers non signés, il faudra
se préoccuper des débordements qui peuvent survenir parce que
la capacité de représentation est limitée par la taille (en nombre de
bits) des codes binaires utilisés.

1.11.3. Soustraction de nombres signés

La soustraction seffectue en faisant A — B = A+ (—B),
comme suit :

1. On détermine le complément a deux du nombre a
soustraire (ici, B).

2. On additionne ce complément a deux au nombre duquel
on soustrait (ici, A). La retenue qui émane de la position
la plus significative ne doit pas étre prise en compte.

Le résultat s'interprétera comme un nombre signé en complément
a deux.
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1.11.4. Extension de signe

Dans la représentation des nombres signés en complément a deux,
le bit de signe (bit le plus a gauche) est une indication directe du
signe d'un nombre. Si on change la taille des nombres, c'est-a-dire,
le nombre de bits utilisés au total pour la représentation, il faut une
opération spécifique pour préserver I'encodage en complément a
deux.

Considérons par exemple le nombre 5, représenté d'abord sur

quatre bits et ensuite sur huit bits. On a pour 5
0101
ou encore

00000101

Quand on compare ces deux représentations, on observe :

« qu'elles se terminent de la méme fagon, avec les trois bits
101 qui représentent la grandeur du nombre;

+ que le bit le plus a gauche est 0 dans les deux cas (méme
signe);

+ que dans la représentation sur huit bits, il y a des bits 0
entre le bit de signe et les trois derniers bits.

Considérons maintenant un nombre négatif, le nombre -5,
représenté d'abord sur quatre bits et ensuite sur huit bits. Le

complément a deux de 5 =(0101)2 est
1011
alors que le complément a deux de 5 =(00000101)2 est
11111011

Quand on compare ces deux représentations, on observe :
« qu'elles se terminent de la méme fagon, avec les trois bits
011;

+ que le bit le plus a gauche est 1 dans les deux cas (méme
signe);

« que dans la représentation sur huit bits, il y a des bits 1
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entre le bit de signe et les trois derniers bits.

Ces constatations nous aménent a conclure que lorsqu’on
augmente la taille de représentation d'un nombre signé, il faut faire
une extension de signe pour intercaler les bonnes valeurs binaires
entre le bit de signe et les bits qui représentent la grandeur du
nombre. Pour un nombre positif, on doit intercaler des bits 0, alors
que pour un nombre négatif, on intercale des bits 1. On peut donc
énoncer la régle comme on doit intercaler des bits dont la valeur est
la méme que le bit de signe.

Si, a l'inverse, on réduit la taille des nombres signés, on n‘aura
qu'a supprimer des bits, tous égaux au bit de signe, entre le bit
de signe et ceux qui représentent la grandeur du nombre. Si les
bits a supprimer ne sont pas tous égaux au bit de signe, c'est une
indication que la réduction de taille n'est pas possible : la nouvelle
taille est insuffisante pour représenter les nombres correctement.

1.12. Codes binaires

Il n'y a pas que des nombres que I'on voudra représenter en
binaire. Il est maintenant le temps de définir ce qu'on appelle un
code binaire, car cette notion est au centre de tous les encodages
que nous aurons a utiliser.

Un code binaire sur m bits est typiquement une association
entre, d'une part, les éléments d'un ensemble que l'on cherche
a représenter et d'autre part, les différents groupes ou patrons
possibles avec N bits. On appelle parfois ces patrons des mots du
code (ou par abus de langage, des codes). Comme il y a 2" patrons
de bits différents, il est possible d'associer jusqu’a ce nombre
d'éléments.

Une régle, souvent implicite mais essentielle, stipule qu'on ne
devrait associer qu'un seul élément a un patron de bits donné.
Sinon, linterprétation du code (le décodage) devient ambigué.
Selon l'application, il n'est pas toujours nécessaire d'associer tous
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les patrons de bits a des éléments. Par exemple, si on veut
représenter les chiffres décimaux, il est nécessaire de disposer d'au
moins 10 patrons de bits, ce qui est possible avec n = 4. Puisque
24 = 16, ily aura 16 — 10 = 6 patrons de bits inutilisés.

La régle spécifique d'association peut étre établie arbitrairement,
mais elle est souvent concue en vue de respecter certaines
propriétés liées aux éléments a représenter ou a la configuration
du code lui-méme. C'est ce qu'on a fait, par exemple, pour définir la
convention d'encodage des entiers par complément a deux.

1.12.1. Code Gray

Lorsqu'on utilise un code binaire pour représenter des valeurs
associées a des phénomenes physiques, il peut étre opportun
d'utiliser un encodage dans lequel le nombre de changements de
bits est minimal lorsqu’on passe d’'un patron de bits au suivant
dans la séquence des codes. Par exemple, si on cherche a encoder
des positions d'un interrupteur rotatif (comme pour encoder des
angles), il est préférable que lorsqu'on passe d'un position a la
suivante en tournant le commutateur, un seul bit ne change dans
la sortie. Ainsi, une erreur sur un bit n'introduit pas un gros
changement dans l'interprétation de la valeur encodée. Un code
Gray permet d'atteindre cet objectif.

Avec le code Gray du tableau 12, on peut voir par exemple que la
transition entre les codes pour 7 et 8 n'entraine qu’'un changement
sur un bit, de 0110 a 1100. Avec un encodage classique basé sur les
entiers binaires, on aurait observé pour ce cas une transition entre
0111 et 1000, qui comporte quatre changements de valeurs de bits.
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Tableau 12 : Code Gray a quatre bits

Code Gray Valeur
0000 0
0001 1
0011 2
0010 3
0110 4
0111 5
0101 6
0100 7
1100 8
1101 9
111 10
1110 1
1010 12
1011 13
1001 14
1000 15

1.12.2. Codes alphanumeériques et autres

Vous rencontrerez sans doute plusieurs autres encodages
courants, par exemple pour encoder des caractéres (code ASCII,
codes UTF) ou pour encoder uniquement des chiffres décimaux
(code BCD). Une fois qu'on a bien compris la régle d'encodage, il n'y
a généralement pas de difficultés a les utiliser.

Certains codes sont construits de maniére a permettre
d'identifier et méme, dans certains cas, de corriger des erreurs
dans le stockage ou la transmission des données encodées. Ces
codes sont construits en fonction de regles d'encodage, qui,
lorsqu'elles ne sont pas respectées, permettent de constater la
présence d'erreurs.
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NOTES DE BAS DE PAGE :

-

Pour simplifier, dans le contexte, on appellera ici ces cinq lettres
des chiffres de la notation hexadécimale.

QUIZ DE FIN DE CHAPITRE
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CHAPITRE 2

Logique binaire, fonctions
logiques et algebre de Boole

1.1. Objectifs

+ Situer les opérations de la logique binaire dans leur
contexte algébrique

+ Se familiariser avec les postulats de l'algébre de Boole, et
les principaux théorémes

« Exprimer une fonction logique par un tableau de vérité

« Formuler une expression logique a partir d'un tableau de
vérité

+ Exprimer une fonction logique en somme de produits, ou
en produit de sommes, et convertir d'une forme a l'autre

1.2. Logique binaire

La logique binaire associe une valeur de vérité a des variables,
selon une convention préétablie. Ces valeurs de vérité sont
binaires, a savoir vrai ou faux. Pour représenter ces valeurs de
vérité, on peut utiliser un encodage binaire, par exemple

30
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Valeur de vérité Valeur binaire
Vrai 1
Faux 0

1.2.1. Variable binaire

Une variable binaire, dénotée par une lettre, permet de désigner
une valeur binaire pouvant assumer une des deux valeurs possible,
0 ou 1. La variable est typiquement associée a une proposition,
I'état d'un élément ou a toute autre condition pouvant admettre
deux états distincts. En assignant une valeur binaire a la variable,
on définit une valeur de vérité associée a cette variable, et ainsi a
la condition qu’elle représente. Par exemple, soit S une variable
binaire qui représente la proposition «le soleil est visible». Alors,
S = () peut s'interpréter comme «le soleil est visible est faux» ou
«le soleil n'est pas visible».

1.2.2. Opérations logiques

Trois opérations logiques de base permettent d'agir sur des
variables binaires, de les combiner et de formuler des expressions
logiques a partir d'elles.

1. ET: cette opération est représentée (comme la
multiplication) par un point central ou par l'absence de
signe d’'opérateur entre les arguments. Par exemple, x - y
ou xy. La valeur de I'expression est 1 si et seulement si
toutes les variables ont la valeur 1. Sinon, la valeur est 0.

2. OU: cette opération est représentée (comme l'addition)
par un signe +. Par exemple, x + 9. La valeur de
I'expression est 1 si au moins une des variables a la valeur
1. Si aucune des variables ne vaut 1, la valeur de
I'expression est 0.
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3. NON: cette opération est représentée par un prime, par
exemple 2', ou par une barre au-dessus de la variable, .
L'opération NON renverse la valeur binaire de son
argument:siz = Oalorsz’ = 1;siz = lalorsz’ = ()
. Cette opération de négation, est aussi appelée
complément, car complémenter une valeur binaire
revient a faire basculer sa valeur.

1.2.3. Expression logique

Une expression logique combine des variables logiques et des
opérations et peut donc assumer une valeur binaire logique. Cette
valeur logique peut étre assignée a une autre variable, en créant
ainsi une équation logique. Par exemple, z = x - y signifie que z
assume la valeur de l'expression x - y. A partir des valeurs logiques
des variables (entrées) x et g, on peut donc déterminer la valeur
logique de la sortie z.

1.2.4. Tableaux de vérité

On peut décrire la valeur logique d'une variable de sortie en
fonction des valeurs possibles des variables d’entrée au moyen
d'un tableau de vérité. Dans un tel tableau, il y a une ligne pour
chaque combinaison possible des valeurs d'entrée et, sur chaque
ligne, on indique la valeur de sortie correspondante. Cest en
quelque sorte une description en extension de la valeur de
I'expression de sortie.

Voici par exemple les tableaux de vérité pour les opérations de
base.

Opération ET :
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0 0 0
0 1 0
1 0 0

Opération OU :

€T Y r+y
0 0 0
0 1 1

Opération complément :

1.3. Formalisme mathématique

Un formalisme mathématique, élaboré bien avant 'avénement des
circuits électroniques numeériques, permet de formuler, analyser et
simplifier les expressions de la logique binaire. Il s'agit de I'algébre
de Boole.

1.3.1. Définitions

Une algébre est un systéme mathématique, défini pour un
ensemble d'éléments auxquels sont associés un ensemble
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d'opérateurs et qui respecte un jeu d'axiomes ou postulats. Une
algebre nécessite donc :
1. Unensemble S d’éléments
2. Desopérateurs: -, %, +
3. L'application des opérateurs aux différents éléments doit
respecter un certain nombre de propriétés appelées
postulats, comme :
o Fermeture
o Associativité
o Commutativité
o Existence d'élément identité
o Existence d'élément inverse
o Distributivité
Selon le choix des postulats, on arrive a définir différents types
de systémes algébriques. Par exemple, les nombres réels qui nous

sont familiers constituent un systeme algébrique d'un type appelé
corps.

1.4. Algébre de Boole

Une algébre de Boole est un type de systeme algébrique défini sur
un ensemble B, muni de deux opérateurs dénotés + et -, et qui
respecte les postulats suivants' (postulats de Huntington) :

1. Fermeture : tout résultat d'une opération sur un élément
de I'ensemble donne un élément de I'ensemble.
1. & Fermeture par rapporta —+.
2. ¥ Fermeture par rapporta -.

2. Eléments identité
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1. & Elément identité de 4, noté 0: on a

r+0=0+x =2

2. wElémentidentité de, noté 1:0on a
r-1=1-2=nx.

3. Commutativité

1. & Commutativité par rapporta +:ona

r+y=y-+wx
2. v Commutativité par rapporta-:ona
r-y=1vy-a.

4. Distributivité
1. &-estdistributif sur +:ona
ro(y+z)= (v y)+(z-2)
2. v+ estdistributifsur-:ona
x4+ (y-2)=(x+vy) (x+2).
5. Pour chaque élément x € B, il existe un élément
2’ € B (appelé complément de ) tel que

1. ax+12 =1
2. vx-2' =0.
6. Il existe au moins deux éléments x, y € B tels que

Observons des différences entre une algebre de Boole et le corps
des réels :

1. IIn'y a pas de loi d'associativité dans les postulats. On
peut en démontrer une, cependant.
2. L'opération + est distributive sur -.

3. lIn'y a pas d'inverse multiplicatif ni d'inverse additif, on ne
peut donc pas faire de soustraction ou de division.

4. Ily aun concept de complément.
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5. L'ensemble d'éléments est différent. Nous utiliserons
pour notre part I'ensemble B : {0, 1} pour notre
algebre de Boole.

1.5. Algebre de Boole a deux valeurs

L'ensemble de définition: B : {0, 1}.

Opérateur -
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
Opérateur +
x Y xr—+y
0 0 0
0 1 1
1 0 1

1.6. Vérification des postulats

1. Lafermeture est évidente (en regardant les tableaux des
opérations).



LOGIQUE BINAIRE, FONCTIONS LOGIQUES ET ALGEBRE DE

37
BOOLE

2. En observant les tableaux de vérité, on constate que
.0+0=00+1=1+0=1
2.1-1=1,0-1=1-0=0

ce qui définit les deux éléments identité: O pour + et 1
pour -.

3. La commutativité des lois est évidente : les tableaux sont

symétriques.

4. Les lois de distributivité se démontrent aisément en
établissant des tableaux de vérité pour les différentes
valeursde x, y et 2.

5. Par le tableau de complément, on vérifie que

1. 24+2' =1car04+0 =0+1=1et
1+41'=14+0=1

2. 2.2 =0car0-0=0-1=0et
1-17=1-0=0.

6. Le postulat 6 est vérifié car il y a deux éléments distincts :
Oet1.

NOTES DE BAS DE PAGE:

1

Certains postulats viennent en paires; nous les distinguons ici au
moyen d'étiquettes 4 ou ¥.
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CHAPITRE 3

Théoremes et proprietes

1.1. Objectifs

+ Bien saisir les relations de dualité entre les opérations

+ Connaitre les principaux théorémes de I'algébre de Boole
et les appliquer correctement

« Appliquer les théorémes de DeMorgan
« Passer d'une version d’'un théoréme a sa version duale
+ Connaitre les autres fonctions logiques importantes

« Construire un tableau de vérité

1.2. Dualité

Les postulats ont été formulés en paires, identifiés par 4 et v.
En interchangeant les opérateurs et les éléments identité, on
transforme un postulat de forme 4 en un postulat de forme .
Cest le principe de dualité. Ainsi, n‘importe quelle expression
algébrique demeurera valide si les opérateurs et les valeurs
d'éléments identité sont interchangés.

Puisque notre algébre ne comporte que deux éléments, les deux
éléments identité sont en fait les deux seuls éléments, 0 et 1. On

40
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obtient donc le dual d'une expression en changeant les O pour des
1, les 1 pour des O et les ET pour des OU, les OU pour des ET.

1.3. Théoremes de base

Le tableau 1 résume les postulats et théorémes de base de notre
algébre. On présente en paralléle chaque version et sa version
duale.

Tableau 1 : Théorémes de I'algébre de Boole

Version & Version v
Postulat2  +0 = x r-1l==x
Postulat5 g - gj/ =1 r-'=0
Ihéorémex+$:m €T -Tr=2x
;héoréme r+1=1 r-0=0
;héoréme (33/)/ =
Postulat3 L +Y =Y + X ry = yx
ATlhéoréme T+ (y + Z) — ($ —+ y) + z x(yz) = (acy)z
Postulats (Y + 2) = 1Y + T2 r+yz=(x+y)(r+2)
pesme (o 4y) = 'y (@) = +of
16'héoréme r+axy==x gj(gj + y) =X

1.3.1. Autres fonctions logiques

Nous avons vu que les opérateurs logiques ET, OU et NON, qu'on
peut aussi appeler fonctions logiques, sont a la base méme de la
définition de notre algébre de Boole. Il est possible de concevoir
d'autres fonctions logiques qui vont s'avérer utiles pour la
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formulation, la conception et la réalisation de systemes logiques.
Voici quelques-unes des plus souvent utilisées.

1. Fonction NON-ET (NAND)
La fonction NON-ET, souvent désignée NAND, est obtenue
en complémentant la sortie d'une fonction ET: (x - y)".

Tableau 2 : Tableau de vérité de la fonction NON-ET

-T Y (z-y)’

0 0 1

0 1 1

1 0 1

1 1 0

2. Fonction NON-OU (NOR)
La fonction NON-OU, souvent désignée NOR, est obtenue
en complémentant la sortie d'une fonction OU : (x + )",

Tableau 3 : Tableau de vérité de la fonction NON-OU

x y (x +y)
0 0 1
0 1 0
1 0 0

1 1 0

3. Fonction OU-exclusif (XOR)
La fonction OU-exclusif, souvent désignée XOR, est
obtenue en évaluant x -3y + 2’ -y. La sortie est 1
seulement si une seule des entrées est 1. On verra plus
loin que cette fonction joue un rdle important dans la
formulation d'un additionneur.
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Tableau 4 : Tableau de vérité de la fonction OU-exclusif

vy ey )
0 0 0
0 1 1
1 0 1

1.3.2. Fonctions de plusieurs entrées

La plupart des fonctions logiques simples peuvent naturellement
se formuler en fonction de plus de deux entrées. Par exemple,
a - b - ¢ nous donne une fonction ET & trois entrées, et on peut
facilement imaginer des fonctions ET ou des fonctions OU avec
encore plus d'entrées.

1.3.3. Expressions et fonctions binaires

Une fonction binaire peut étre décrite par une expression
algébrique booléenne. Selon les valeurs des variables, la valeur
de I'expression booléenne détermine la valeur de la fonction. Par
exemple, F} est une fonction de trois entrées a b et ¢ définie par
I'expression
Fi=a+b-¢

La priorité des opération dans les expressions algébriques est (1)
parenthéses, (2) NON, (3) ET, et (4) OU.

Il est possible de construire le tableau de vérité pour F} en
évaluant la fonction pour les 23 = 8 combinaisons d'entrées
possibles, comme dans le tableau 5.
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Tableau 5 : Fonction de trois variables

a b & F1
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1

En général, pour une fonction a N entrées, le tableau de vérité
comportera 2" lignes.

1.4. Théorémes de DeMorgan

Le complément d’une fonction F, F’, s'obtient en remplacant tous
les 0 par des 1 et tous les 1 par des 0 dans les valeurs de la fonction.
Par exemple, en complémentant ainsi les valeurs dans le tableau
de vérité, on effectue ce changement.

On peut aussi effectuer ce changement en appliquant les
théorémes de DeMorgan (Théoreme 5 # et ¥ du tableau 1) qui
peuvent se généraliser a plus de deux variables.

QUIZ DE FIN DE CHAPITRE
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CHAPITRE 4

Portes logiques

1.1. Objectifs

+ Se familiariser avec les symboles usuels des portes
logiques

+ Se familiariser avec les conventions et régles de dessin de
schémas logiques

+ Faire la différence entre niveau de signal et valeur logique

+ Expliquer les différences entre le fonctionnement idéalisé
et la réalité physique des portes logiques

1.2. Niveaux logiques

Une porte logique est un dispositif électronique qui implémente
une fonction logique en agissant sur des signaux électriques selon
une convention préétablie. En général, on établit des valeurs
binaires en se basant sur la tension des signaux, en définissant
une correspondance entre des gammes de tensions et les valeurs
logiques 0 et 1. Par exemple, pour une tension d'alimentation Vpp
, 0N pourrait avoir les correspondances suivantes :

47
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Gamme de tensions Niveau
deOa VDD/3 Niveau bas
de 2VDD/3a VDD Niveau haut

Les portes logiques sont manufacturées selon différents standards
technologiques qu'on appelle communément des familles
logiques. Au sein d'une méme famille, les portes respectent les
mémes références de niveaux pour pouvoir fonctionner ensemble
adéquatement. Une porte peut comporter une ou plusieurs
entrées et agit généralement sur une seule sortie.

1.3. Logique négative ou positive

On associe ensuite une valeur binaire a chacun des niveaux selon
une certaine convention, par exemple :

Niveau Valeur logique
Niveau bas 0
Niveau haut 1

qui correspond a une logique positive. La convention inverse nous
donne la logique négative.

Certains signaux seront considérés comme actifs lorsque leur
niveau logique sera 0. On parlera alors de signaux actifs bas. La
convention implicite est généralement que les signaux sont actifs
haut.

1.4. Symboles

On a défini des symboles pour représenter graphiquement les
portes logiques courantes. Dans un schéma logique, les portes sont
interconnectées au moyen de symboles de conducteurs (fils) qui
permettent d'acheminer les valeurs logiques d’'une porte a l'autre.
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1.4.1. Porte ET

AdeuxentréesS = A- B

A— S
B =
Figure 1 : Porte ET a deux entrées
Les portes qui réalisent des fonctions qui sont associatives et
commutatives peuvent aussi se définir avec plus de deux entrées.

C'est le cas avec les fonctions ET et OU.
Atroisentrées S = A- B -C

A —
B— }—S
C—

Figure 2 : Porte ET a trois entrées

1.4.2. Porte OU

Adeuxentrées S = A+ B

A
)

Figure 3 : Porte OU a deux entrées

1.4.3. Porte inverseur

L'opération NON qui consiste a complémenter une valeur binaire
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s'effectue avec une porte appelée inverseur. Il n'y a toujours
quune entrée. B = A’

A >o8

Figure 4 : Porte inverseur

1.4.4. Porte NON-OU (NOR)

A
62

Figure 5 : Porte NOR a deux entrées

1.4.5. Porte NON-ET (NAND) et NON-OU (NOR)

Les fonctions NAND et NOR ne sont pas associatives. Par exemple,

(x Nory) Nor z # x Nor(y Nor z)

On peut néanmoins définir des versions a plusieurs entrées de
ces fonctions en ajustant la priorité d'évaluation. Pour une porte
NAND a trois entrées, on fera S = (A - B - C)'. Pour une porte
NOR a trois entrées, on fera (A + B+ C)'.

A —
B — S
C— >

Figure 6 : Porte NAND a trois entrées
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1.4.6. Entrées inversées

On utilise souvent I'élément symbolique qui est placé a la sortie de
I'inverseur (un petit cercle) pour indiquer linversion d'une entrée
ou d'une sortie d'une porte. C'est le cas a la sortie des portes NAND
et NOR comme on vient de le voir. Un autre exemple est la porte
NAND de la figure 7, ou une des entrées est également inversée. La

porte évaluedonc S = (A" - B - C)/

A
5] Yos
C—

Figure 7 : Porte NAND a trois entrées dont une inversée

1.4.7. NAND et NOR, représentations équivalentes

En vertu du théoréme de DeMorgan, on sait que (x + y)" = z/y/
et que (xy)’ =z + y'. On peut donc représenter les portes
NAND et NOR de deux facons équivalentes.

X = /
X
y— o (xy)
X
X/+ !
YD 4

Figure 9 : Deux représentations équivalentes pour une porte
NAND
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X <Q Il
y-C )Xy

Figure 8 : Deux représentations équivalentes pour une porte
NOR

1.4.8. Porte OU-exclusif (XOR)

La porte XOR a deux entrées donne une sortie 1 seulement lorsque
ses deux entrées sont différentes. Il est possible de définir des
portes XOR a plus de deux entrées, mais il y a différentes
interprétations de ce qu'une telle porte devrait avoir comme
comportement. De plus, comme la réalisation pratique de cette
fonction n'est pas aussi simple que pour les autres fonctions, on
se retrouve la plupart tu temps a devoir mettre des portes a deux
entrées en cascade pour augmenter le nombre d'entrées, ce qui
rend moins intéressantes les portes XOR avec entrées
nombreuses.

S=A-B+A-B

5) >

Figure 10 : Porte XOR a deux entrées
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1.4.9. Porte NON-OU-exclusif ou Equiva/ence (XNOR)

La porte Equivalence produit une sortie 1 lorsque ses entrées ont
la méme valeur (et sont donc équivalentes). Comme pour les portes
XOR, les portes XNOR a plus de trois entrées peuvent s'interpréter
de différentes facons.

5o) e

Figure 11 : Porte XNOR

1.5. Universalité des NAND et NOR

En faisant appel uniquement a des portes de type NAND ou NOR, il
est possible de réaliser n'importe quelle fonction logique, puisqu'il
est possible de réaliser les trois opérateurs de base.

1. Pour réaliser un inverseur, on utilise une porte NAND a
une seule entrée (ou dont toutes les entrées sont reliées
ensemble).

2. Pour réaliser une porte ET, on fait suivre une porte NAND
d'un inverseur.

3. Pour réaliser une porte OU, on place un inverseur devant
chaque entrée d'une porte NAND .

Nous verrons plus loin qu'il est aussi possible de réaliser
avantageusement des fonctions quelconques avec des portes
NAND en exploitant la forme somme de produits.

1.6. Limites physiques

Les portes logiques qu'on utilisera en pratique sont des dispositifs
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électroniques dont le fonctionnement correspond, dans les
grandes lignes, aux comportements idéalisés des modeéles
abstraits de I'algébre de Boole. Mais il faut toujours garder a l'esprit
que la correspondance entre modele et réalité physique n'est
jamais parfaite. En raffinant nos modéles pour y incorporer des
caractéristiques, limites ou contraintes appropriées, il sera possible
de mieux tenir compte de la réalité physique.

1.6.1. Sortance (Fan-out)

Le fan-out d'une porte logique mesure sa capacité a commander
d'autres portes reliées a sa sortie. Puisque les portes sont des
dispositifs électroniques qui doivent faire circuler un certain
courant électrique pour concrétiser les niveaux de tensions qui
définissent leurs valeurs d'entrée et de sortie, il y a une limite
pratique a la capacité d'une porte de fournir le courant nécessaire
pour faire réagir la sortie des portes qu'elle devrait commander. La
sortance mesure cette limite, en nombre de portes a commander.
Si on connecte plus dentrées a une sortie que sa valeur de
sortance, cette sortie ne pourra pas atteindre le niveau de tension
adéquat, et les opérations logiques seront faussées.

1.6.2. Modéles de délai

Dans la mesure oU on respecte ses contraintes dutilisation,
notamment de sortance, une porte logique se comporte
globalement de la facon attendue, étant donné sa fonction et les
conventions de niveaux de signal établies. Par exemple, le niveau
signal a la sortie d'un inverseur correspondra au niveau de signal
attendu pour le complément de la valeur logique a son entrée.
Mais il faut garder a l'esprit que les portes sont des dispositifs
électroniques, et donc physiques, sujets a des «imperfections» qui
différent du comportement idéalisé.

Une de ces «imperfections» dont on doit impérativement tenir
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compte est le délai de propagation qui se manifeste comme un
retard entre le moment ou le signal a I'entrée de la porte assume
(se stabilise a) son niveau de signal et le moment ou la sortie de
la porte atteint son niveau de signal attendu. Cest en quelque
sorte le délai entre une action a l'entrée et son effet sur la sortie.
Ce délai limite la vitesse a laquelle on peut utiliser notre circuit
logique. Si on essaie d'effectuer des transitions plus rapides que
le délai, le comportement ne sera plus conforme aux attentes de
conception. On doit donc respecter une vitesse de commutation
maximale imposée par les délais de propagation.

Le délai de propagation peut dépendre de plusieurs facteurs
: la famille logique, le type de porte, le sens de la transition, la
sortance effective, les caractéristiques d'interconnexions, etc. Pour
faciliter I'analyse, on fait appel a des modeles de délais plus ou
moins sophistiqués. Un modéle trés simple consiste a supposer un
délai de propagation moyen, constant pour toutes les portes d'une
famille donnée. Un modéle un peu plus subtil pourrait prendre
en compte des délais de propagation moyens différents par types
de portes. Le délai de propagation moyen est une caractéristique
clé qui différencie les différentes familles logiques. Les délais sont
typiguement de l'ordre de nanosecondes, permettant des vitesses
de commutation dans les dizaines, centaines, voire des milliers de
MHz.

Lorsqu’un signal doit se propager a travers plusieurs portes, les
délais de propagation s'accumulent, limitant encore davantage la
vitesse de commutation de I'ensemble du circuit. La vitesse qui
pourra étre atteinte pour 'ensemble d’'un circuit sera typiquement
déterminée par le plus lent chemin (c'est-a-dire celui qui cumule le
plus long temps de propagation).

1. Modeéles simples
A titre d'exemple, considérons une porte ET & deux entrées
S = AB. Le modele le plus simple suppose une porte
idéale, sans aucun délai : le chronogramme suivant
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montre la sortie qui commute immédiatement lorsque les
conditions d’entrée changent.

A /

Figure 12 : Porte ET sans délai

1. Modele avec délai en sortie
Le modele avec délai en sortie consiste a
considérer un délai fixe, qui affecte la sortie de la
porte : la commutation prend effet en sortie apres
un délai ¢,

—

A

s /

—&—

Figure 13 : Porte ET avec délai en sortie

2. Modéle avec délai en entrée
Le modele avec délai en entrée est plus nuancé,
car il permet de spécifier un délai différent selon
I'entrée qui entraine le changement a la sortie.
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s / L

= ta — — te —

Figure 14 : Porte ET avec délai aux entrées

3. Modéle combiné
Le modele combiné consiste a considérer des
délais différents par entrée et en plus, un délai
global en sortie.

2. Condition de course et aléas
Un autre effet néfaste potentiel des délais a considérer est
ce qu'on appelle une condition de course. Considérons le
circuit de la figure 15. La sortie de la porte est s = a - a
qui devrait normalement donner systématiquement O.
Mais le chemin menant de l'entrée a a l'entrée du haut
de la porte ET est plus court (en termes de délais) que le
chemin qui méne a l'entrée du bas. En effet, le signal a’ est
retardé d'un delai de propagation ¢,,; par rapport a a.
BT ro
S

aV

Figure 15 : Cas a risque de condition de course
En pratique, on pourrait observer un chronogramme qui
s'apparente a celui de la figure suivante (figure 16), ou on
voit que les deux signaux a l'entrée de la porte ET sont
simultanément égaux a 1 pendant une courte période.
Une courte impulsion 1 sera donc générée sur le signal s
en sortie de la porte ET, apres le délai de propagation %o

de celle-ci. Cette impulsion, qui ne correspond a rien selon
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la logique du circuit est appelée un aléa (ou en anglais,
glitch).

— 1 —|

S / | I

— ta+ttz —

Figure 16 : Chronogramme montrant une condition de
course
Ces aléas peuvent étre la source de problemes et de
dysfonctionnements qui sont parfois difficiles a
diagnostiquer, et il faut vraiment s'en méfier. Une telle
impulsion, quasi imperceptible, pourrait par exemple
déclencher le basculement de la valeur d'une cellule
mémoire plus loin dans le circuit.

1.6.3. Porte tampon

La valeur binaire a la sortie d'une porte tampon est la méme qu'a
'entrée. La porte n'agit pas sur la valeur logique mais permet de
reconditionner le signal a son entrée pour le rendre, en sortie,
davantage conforme aux niveaux électriques de référence. Une
porte tampon est essentiellement utilisée pour renforcer et
stabiliser le niveau du signal. Une facon pratique de réaliser une
porte tampon est de placer deux inverseurs l'un a la suite de l'autre.
L'utilisation de portes tampons est un des moyens de s'assurer de
respecter les conditions de sortance.
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QUIZ DE FIN DE CHAPITRE

Faites glisser les identifications de fonctions sur les schémas de
portes logiques.
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CHAPITRE 5

Simplification logique

1.1. Objectifs

+ Formuler une expression logique en forme canonique
Produit de sommes ou Somme de produits, et convertir
entre les deux formes

+ Simplifier une expression au moyen d'un diagramme de
Karnaugh

« Simplifier une expression par la méthode Quine-
McCluskey

+ Se familiariser avec les approches d'implémentation des
fonctions simplifiées

1.2. Expressions équivalentes

Un des aspects ennuyeux des expressions logiques est que la
correspondance entre expression et fonction logique n'est pas
biunivoque : plusieurs expressions différentes peuvent
correspondre a une seule et méme fonction. De plus, certaines
des expressions équivalentes peuvent étre plus complexes que
d'autres. Lorsque vient le temps d'implémenter avec des portes

61



62 GUY BEGIN

une fonction logique, il est la plupart du temps plus efficace
dimplémenter selon une expression plus simple, voire minimale.
On doit donc considérer des approches systématiques et efficaces
pour simplifier les expressions logiques.

Quand une expression booléenne est implémentée avec des
portes logiques, chaque terme nécessite une porte et chaque
variable au sein d’'un terme correspond a une entrée de la porte.
On appelle littéral une variable qui apparait dans un terme, sous
forme complémentée ou non. Par exemple, Iexpression
F = 2'y'2 + 2 + xy'2 compte huit littéraux. Si on réduit le
nombre de termes, le nombre de littéraux, ou les deux, on
obtiendra une expression qui sera plus simple a implémenter avec
des portes.

1.3. Formes canoniques

1.3.1. Minterms et maxterms

Dans une expression, une variable & peut apparaitre telle quelle x
ou complémentée 2'. Si on considére les combinaisons possibles
de deux variables via un opérateur ET, on a alors quatre possibilités
2y, x'y, zy’, xy. Chacun de ces quatre termes s'appelle un
minterm.

De facon équivalente (duale, en vérité), n. variables reliées par
une fonction OU peuvent donner lieu a 2" termes distincts,
appelés maxterms.

De facon générale, pour 1 variables, on aura 2" minterms ou 2"
maxterms différents possibles.

Pour étiqueter les différents minterms ou maxterms, on a établi
une convention de numérotation. Le numéro d'étiquette d'un
minterm est construit de la facon suivante. Une variable
complémentée améne un bit d'étiquette 0, une variable telle quelle
ameéne un bit d'étiquette 1. En ordonnant les bits selon l'ordre
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alphabétique des variables, on obtient un vecteur de bits qui
donnera le numéro a assigner au minterm. Par exemple, le
minterm xy'z donnera l'étiquette 101, donc le numéro de
minterm (en équivalent décimal) 5.

La régle pour les maxterms est duale : une étiquette 0 pour
une variable telle quelle, et une étiquette 1 pour une variable
complémentée. Chaque maxterm est le complément du minterm
correspondant (de méme numéro), et vice versa.

Dans le tableau 1, on montre les symboles de la forme m,; pour
les minterms et Mj pour les maxterms, avec 7 qui est I'équivalent
décimal de la combinaison de bits correspondante.

Tableau 1 : Minterms et maxterms pour trois variables

T Y Z Minterm Symb.  Maxterm Symb.
o o o z'y mo rT+y+=z My
0o o0 1 x’y/z m1 a;—l—y—i—z/ M,
o 1 o zy m r+y +z Mo
o 1 1 2'yz m3 x4y +2 M;
10 o xy'd My ¥ +y+z M,y
10 1 wy'z ms +y+ 2 Ms
11 0 gy me 4y +z Mg
o1 ayz my o4y + 2 My

Pour la fonction F dont le tableau de vérité est le suivant :
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Tableau 2 : Fonction de trois variables

T Y z Fy
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 1

on peut donc écrire

Fy =2y +ay'2 + 2y’ 2 + 2y + 2yz = mo + my + ms + me + my
puisque ce sont les termes pour lesquels la fonction vaut 1. Cette
forme d'expression est une forme canonique appelée somme de
produits.
Pour simplifier la notation, on peut écrire de facon plus compacte

Fi=) (2,4,5,6,7)

ou on ne met que les numéros des minterms participant a la
somme.

Si on veut exprimer le complément d’'une fonction, on peut lire
dans le tableau de vérité les combinaisons pour lesquelles la
fonction vaut 0. En prenant un minterm pour chaque combinaison
ou la fonction vaut 0 et en faisant un OU de ces termes, on obtient
une expression en somme de produits pour le complément de la
fonction. Ainsi, pour la fonction F}, on a

Fl =mo+mi+ms=2"y2 +2'y2+2'yz

Si on complémente Fl’ on obtiendra naturellement Fj. En

appliquant le théoréme de DeMorgan a chaque terme, on trouve

Fi=@+y+2)c+y+2)e+y +2)=My- M- M;
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Cette forme d'expression est aussi une forme canonique appelée
produit de sommes.

Pour simplifier la notation, on peut écrire de facon plus compacte

Fy = H(Oa 17 3)

oUu on ne met cette fois que les numéros des maxterms
participant au produit.

1.3.2. Somme de produits

Pour 1 variables binaires, on a 2" minterms différents possibles.
Les minterms qui participent a la somme dans l'expression en
forme canonique somme de produits sont ceux qui produisent un
1 dans le tableau de vérité de la fonction. Puisque la fonction peut
valoir 0 ou 1 pour chaque minterm, le nombre total de fonctions
différentes qui peuvent étre définies avec 1 variables est de 22",

Si on veut convertir en forme canonique somme de produits
I'expression pour une fonction qui ne serait pas sous cette forme,
on commence par faire l'expansion de l'expression en forme
somme de produits. Ensuite, on vérifie chaque terme pour voir si
toutes les variables en font partie. Sil manque une ou des
variables, on peut faire un ET du terme avec une expression du
type & + 2’ dans laquelle z est une variable manquante. Ce ET ne
change pas la valeur de la fonction puisque = + 2/ = 1.

Evidemment, on peut toujours trouver la formulation en forme
canonique en se basant sur le tableau de vérité.

1.3.3. Produit de sommes

Si on veut convertir en forme canonique produit de sommes
I'expression pour une fonction qui ne serait pas sous cette forme,
on commence par faire l'expansion de l'expression en forme
produit de sommes. Pour ce faire, on peut avantageusement faire
appel a la distributivité de + sur -. Ensuite, on vérifie chaque terme
pour voir si toutes les variables en font partie. S'il manque une ou
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des variables, on peut faire un OU du terme avec une expression
du type x - 2’ dans laquelle x est une variable manquante. Ce OU
ne change pas la valeur de la fonction puisque = - ' = 0.

1.3.4. Conversion entre formes canoniques

Prenons notre exemple précédent F = > (2,4,5,6, 7). On sait
que F{ =>(0,1,3). Si on prend le complément de F}| par
le théoréeme de DeMorgan, on obtient
Fy = (mo+mi+mg) =m{-m}-mh= My M - M3 =T](0,1,3)

En effet, de minterm a maxterm, on a m;- = Mj. Le maxterm

d'indice 7 est le complément du minterm de méme indice 7, et vice
versa.

1.3.5. Formes standard

Les expressions canoniques en somme de produits et en produit de
sommes ne sont généralement pas simples, car toutes les variables
doivent étre présentes. Pour I'implémentation, on cherchera des
expressions en formes somme de produits ou produit de sommes
dans lesquelles les termes pourront étre simplifiés. C'est-a-dire
que les termes pourront comporter une, deux, trois, etc. variables
plutdt qu'obligatoirement toutes les variables. Toujours pour notre
fonction exemple, on peut écrire

F =x+ vy

Lorsqu'on implémente une telle fonction avec des portes
logiques, il faut une porte ET pour chaque terme produit (qui
comporte plus d'une variable) et une porte OU pour faire la somme
finale. On obtient une implémentation a deux niveaux.

De facon duale, on peut également obtenir une formulation en
produit de sommes qui aboutira a une implémentation a deux
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niveaux avec une porte OU par terme et une porte ET pour le
produit final.

1.4. Objectifs de minimisation

Etant donné une fonction logique de n variables
z(xl, T2, ..., xn) on veut déterminer une expression pour cette
fonction sous la forme somme de produits (S de P) ou produit de
sommes (P de S) qui

1. comporte un nombre minimum de termes produits (pour
la forme S de P) ou de termes sommes (pour la forme P
deS);

2. esttelle gqu'aucune expression pour z comportant le
méme nombre de termes n'utilise moins de littéraux.

1.5. Diagrammes de Karnaugh

Une méthode visuelle permet de simplifier I'expression logique
d’'une fonction en systématisant une procédure faisant appel a un
diagramme qui fait ressortir les simplifications possibles.

Un diagramme de Karnaugh (diag-K) est constitué d'un
regroupement de cellules carrées, chaque cellule correspondant
a un minterm possible. Les cellules sont organisées de fagon a
ce que lorsqu'on passe dune cellule a une cellule adjacente
(horizontalement ou verticalement), un seul bit du minterm
change, ce qui revient a dire qu'une seule variable passe de telle
quelle a complémentée.

Cela fait en sorte que si la fonction est 1 pour deux minterms
adjacents, la somme des deux minterms pourra étre simplifiée en
un seul terme dans lequel la variable correspondant au bit qui
change est absente. Par exemple, on pourrait avoir pour deux
minterms adjacents
ms +mr =xy'z + xyz = xz2(y +y) = x2. Id, les deux
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minterms adjacents different par la variable 1, qui sera donc
supprimée du terme produit résultant.

A

B 0 1
0l MO | m2
1l ml | m3

Figure 1 : Diag-K a deux variables

AB
C 00 01 11 10

Ol MO | m2| mé | m4

1lml | m3 | m7 | mb5

Figure 2 : Diag-K a trois variables, avec minterms

Sur un diag-K a trois variables, on voit que les bits AB sont
ordonnés selon un code Gray, de facon a ce qu'un seul des bits
change lorsqu’on passe d’'une cellule a la suivante horizontalement.
L'adjacence se poursuit en bout de diagramme : par exemple, la
cellule 100 (1114) est adjacente horizontalement a la cellule 000 (1121
). On peut imaginer le diagramme comme replié sur lui-méme pour
visualiser cette adjacence.
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AB
C 00 01 11 10
Q oflo|o]|o]

11 O 0 0 0

N —

Figure 3 : Diag-K avec adjacence horizontale
Sur un diag-K a quatre variables, I'adjacence repliée est aussi bien
horizontale que verticale.

Pour plus de quatre variables, il devient difficile d'utiliser cette
méthode : les diagrammes sont de grande taille et, surtout, les

régles d'adjacence ne sont plus aussi facilement observables. Les
risques d'erreurs sont plus grands.

AB
CD 00 01 11 10

ool O 0 0 0

o1l O 0 0 0

11] O 0 0 0

10 O 0 0 0

Figure 4 : Diag-K a quatre variables

1.5.1. Procédure de simplification

Pour utiliser un diag-K pour minimiser une fonction logique,
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Les minterms de la fonction a minimiser sont identifiés en
insérant un 1 dans la cellule correspondant a chaque
minterm.

On cherche dans le diagramme pour trouver des
regroupements de deux cellules adjacentes qui sont
marquées d'un 1.

Chaque groupe de deux cellules 1 adjacentes est marqué
comme groupe. Un méme minterm peut étre incorporé a
plus d'un groupe.

[l est aussi possible de regrouper les groupes : deux
groupes de 2 qui sont adjacents peuvent ainsi se
regrouper en un groupe de 4. Les tailles de groupes
doivent étre des puissances de 2. Il est ainsi possible de
créer des groupes de 2, 4, 8 ou 16 minterms.

Une fois tous les regroupements identifiés, il est possible
de lire I'expression de la fonction en somme de produits.
Chaque groupement correspond a un terme produit, et la
ou les variables dont le bit ne change pas dans le groupe
sont conservées; les autres sont éliminées.

Considérons par exemple la fonction

F(A,B,C)=>(0,4,6,7). Aprés la premiére étape, on

obtient

C

00 01 11 10
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Aprés les regroupements, on obtient un diag-K comportant trois
regroupements

AB
C 00 01 11 10

19 &G
1l O 0 b 0

Figure 5 : Diagramme apreés les regroupements
Le groupe en rouge correspond au produit B'C’, celui en bleu
correspond & AB et celui en vert correspond a AC, L'expression
finale en somme de produits est donc ' = B'C’' + AB + AC".

1.5.2. Cas facultatifs

Certaines fonctions sont incomplétement définies, dans le sens
ou certaines combinaisons d'entrées ne se produiront jamais ou
seront sans conséquences si elles se produisent. On parle de cas
indifférents ou facultatifs (en anglais, dont care). Pour la
simplification, ces cas pourront étre traités tantét comme des 0,
tantdt comme des 1, selon ce qui sera le plus avantageux.

Pour tenir compte de ces cas, les minterms seront notés avec
un X dans le diagramme de Karnaugh. Dans I'exemple a quatre
variables suivant, sur deux cas facultatifs, un seul, celui
correspondant a 17, a été traité comme un 1, ce qui a permis
de créer le regroupement en bleu. Lautre cas facultatif,
correspondant a 1719, n'a pas servi dans un regroupement, ce qui
signifie qu'il a été traité comme un 0. La fonction résultante est

donc AC'D' + BD + AB.



72 GUY BEGIN

AB
CD 00 01 11 10

|
ool O 0 1 1

\_

N
010(1 1 0

110LX 1 0

10] X 0 1 0

Figure 6 : Diag-K avec cas facultatifs

1.5.3. Impliquants

Le choix des regroupements a utiliser doit toujours viser a s'assurer
que:

1. Tous les minterms de la fonction sont couverts par les
regroupements choisis.

2. Le nombre de termes retenus pour I'expression est
minimal.

3. lln'y a pas de termes redondants, c'est-a-dire qui
couvrent uniquement des minterms déja couverts.

Il'y a parfois plus d'une expression qui rencontre ces critéres. Il est
possible de systématiser le choix des termes en prenant en compte
le caractére essentiel des termes.

Soit p(X') un terme produit de littéraux tirés de I'ensemble de
variables X . Si, pour une fonction logique z(X) définie pour le
méme ensemble de variables, la relation
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pourtout Atelque p(A) = 1,2(A4) =1

tient, alors P est un impliquant de z. Cela signifie que la vérité du
terme produit p implique celle de z. Tout minterm de D est aussi un
minterm de z.
Exemple :
21 = ab+ bc+ ab'c
ab, be, ab’ ¢ sont des impliquants évidents de z;.
a’be, abc!, abe, ac sont aussi des impliquants de z;.

ab

Figure 7 : Diag-K pour I'exemple des impliquants

1.5.4. Impliquant premier

Un impliquant p de la fonction z est premier si nimporte quel
terme produit obtenu de P en supprimant un littéral n’est pas un
impliquant de z.

Ici, ab est un impliquant premier de z1, car ni a ni b ne sont des
impliquants de z;. Mais abc nest pas unimpliquant premier de z;
, car ac est un impliquant de z;. Sur un diagramme de Karnaugh,
un impliquant premier (i.p.) est un groupe qui n'est contenu dans
aucun autre groupe plus grand.
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1.5.5. Couverture d'une fonction

Un sous-ensemble d'i.p. qui contient tous les minterms d'une
fonction couvre la fonction.
Une couverture minimale est une couverture avec

1. le nombre minimal d'impliquants premiers,

2. le moins de littéraux parmi les couvertures avec nombre
minimum d'impliquants.

1.5.6. Impliquant premier essentiel

Un i.p. est essentiel si et seulement s'il couvre un minterm de la
fonction qui ne peut étre couvert par un autre i.p. de la fonction.
Une couverture de la fonction doit contenir tous les impliquants
premiers essentiels (i.p.e.).

Un impliquant premier absolument inessentiel est un i.p. qui
couvre des minterms qui sont tous couverts par les i.p.e. de la
fonction.

1.5.7. Sélection des impliquants

Régles de sélection des impliquants
1. Mettre de c6té tous les i.p.e. lIs seront utilisés dans la
solution finale.
2. Eliminer tous les i.p. absolument inessentiels.
3. llreste a choisir parmi les i.p. inessentiels pour obtenir

une couverture minimale.

Lorsque le probléme est de taille réduite, on peut faire une
recherche exhaustive de toutes les solutions possibles pour choisir
la solution minimale.
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1.5.8. Minimisation avec cas facultatifs

1. Lorsqu’'on détermine les i.p., on doit considérer les X
comme des 1, de facon a pouvoir utiliser les i.p. rendus
possibles par les cas facultatifs.

2. Lors de la sélection des i.p. pour obtenir une couverture
minimale, on ne doit pas essayer de couvrir les X.

1.5.9. Minimisation avec plusieurs fonctions

Si deux fonctions z; etz; ont des expressions minimales qui
comportent un terme commun, une seule porte suffira pour
générer ce terme au profit des deux fonctions.
Exemple :
21 =ac+a'bd +d'dd
29 = ac+ a'bdd + d'b'cd

ab
cd 00 01 11 10

ool O 1 0 0

o1 1 1 0 0

11| O 0 1 1

10] O 0 1 1

Figure 8 : Fonction 21
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ab
cd 00 01 11 10

ool O 1 0 0

o1 1 0 0 0

111 O 0 1 1

0] O 0 1 1

Figure 9 : Fonction 29
Il est alors préférable de réutiliser les termes communs et de
générer seulement les termes manquants pour la seconde
fonction. Dans cet exemple, le terme ac sera calculé une seule fois.
Les termes a’bc’d’ et a’b' ¢ d sont nécessaires pour 29. Alors, pour
z1, on fera

21 =ac+ad'bdd +ad't'dd+ a'bdd

qui ne nous coltera que le dernier terme produit et une somme

de quatre termes.

1.6. Tableau de couverture Quine-McCluskey

La méthode de Quine-McCluskey systématise la sélection des
impliquants en se basant sur des relations qui s'expriment en
fonction d'un tableau de couverture.

Un tableau de couverture comporte une ligne pour chaque i.p.
et une colonne pour chaque minterm de la fonction a minimiser z
. Un ¢ est inscrit a l'intersection de la ligne 7 et de la colonne 7 si
I'i.p. P; de la ligne ¢ couvre le minterm m; de la colonne 7.

Le probléme de minimisation devient alors: trouver une
couverture pour la fonction z qui
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1. contient le nombre minimum de lignes

2. esttelle gqu'aucune autre couverture a nombre de lignes
minimum comprend moins d'entrées 1 et 0 dans ses
codes d'impliquants de ligne.

Dans le tableau de couverture, on identifie facilement les i.p.e.
par les colonnes qui ne contiennent qu'un . L'i.p. qui couvre une
colonne qui ne contient qu'un ¥ est unii.p.e.

Puisque les i.p.e. doivent faire partie de la solution finale, toutes
les colonnes couvertes par des i.p.e. seront couvertes dans
n'importe quelle solution. On peut donc éliminer ces colonnes de
la suite de la recherche de la solution, de méme que les lignes
correspondant aux i.p.e. On obtient ainsi un tableau de couverture
réduit.

Il ne faut cependant pas oublier de mettre les i.p.e. dans la
solution finale.

1.6.1. Tableau de couverture réduit

Le tableau de couverture réduit permet de se concentrer sur la
sélection des i.p. dont la sélection n'est pas évidente a priori. Pour
illustrer la discussion, considérons le tableau de couverture réduit
suivant. 1M est sans doute couvert pas un i.p.e. qui n'est pas
montré ici.

Tableau 3 : Tableau réduit

Mg mep me mq me mpy Mg mp

Py v v v v
P v v v v
Po v & v v
PD 4 v
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1.6.2. Dominance de lignes

Une ligne F; domine une ligne P; (ce qui est noté P; D P)) si
la ligne P; contient un ¢ dans toutes les colonnes ou la ligne P;
contientun v Ici, on a Pg © Pp mais Pg ne domine pas P4.0On
peut voir aussi que Pr domine plusieurs lignes.

En général, une P; dominante contient plus de v que P;. si
elles ont le méme nombre de v (dans les mémes colonnes), on a
P; = Pj.lInYy a pas de cas d'égalité ici.

Une ligne dominée par une autre peut étre éliminée du tableau
de couverture a condition que son nombre de littéraux soit
supérieur ou égal a celui de la ligne dominante.

1.6.3. Dominance de colonnes

Une colonne 1m; domine une colonne m; (ce qui est noté
m; 2 mj) si la colonne 1m; contient un ¥ dans toutes les lignes
ou la colonne m; contient un ¢ Ici, la colonne my, 2 mgy mais
my ne domine pas M.

Une colonne dominant une autre colonne peut étre éliminée du
tableau de couverture, car le fait que la solution finale couvre la
colonne dominée assure que la colonne dominante sera couverte
aussi. Doncici, la colonne myp, peut étre éliminée.

En cas d'égalité, comme on a ici pour m, = mg on peut
librement choisir quelle colonne éliminer.

1.7. Implémentation des fonctions simplifiées

Les circuits logiques simplifiés en forme produit de sommes ou
somme de produits sont souvent mis en oeuvre au moyen de portes
NAND ou NOR plutét qu'avec des portes ET et OU. La raison en est
qu'il est plus simple en pratique de réaliser ces portes.
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1.7.1. Implémentation a deux niveaux

Une fonction en forme somme de produits s'implémente
évidemment avec des portes ET pour les produits et une porte OU
pour la somme finale. Considérons par exemple F' = AB + C'D

A =
B =

C -
D—

Figure 10 : Somme de produits pour F' = AB + CD
La fonction peut aussi s'implémenter tout naturellement en faisant
appel uniguement a des portes NAND. On peut vérifier facilement
que le circuit suivant implémente la méme fonction

F = ((AB)' - (CD)YY = AB + CD

e

Figure 11 : Somme de produits NAND
Cette configuration s'interpréete plus facilement en représentant
la porte de sortie comme une porte NOR avec les entrées
complémentées (version équivalente de la porte NAND). En effet, |a
complémentation de chaque sortie de somme est compensée par
la complémentation a I'entrée de la porte de sortie.

JU




80 GUY BEGIN

Figure 12 : Somme de produits NAND plus évidente

QUIZ DE FIN DE CHAPITRE
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Donnez le tableau de vérité pour les critéres d'achat, en faisant
glisser les bits 0 ou 1 pour remplir le tableau ci-dessous.
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Remplissez le diagramme de Karnaugh pour le tableau de vérité
suivant, en faisant glisser les bits 0 ou 1 pour remplir le tableau ci-
dessous.

Tableau de vérité
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abcd Sortie
0000 0
0001 1
0010 0
0011 0
0100 1
0101 1
0110 1
0111 0
1000 1
1001 1
1010 0
1011 1
1100 1
1101 1
1110 1

AR 1
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Appariez (en glissant les images de gauche) les tableaux de vérité
avec les diagrammes de Karnaugh correspondants.
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Les questions suivantes se rapportent au tableau de couverture
suivant. Vous devez d'abord compléter le tableau en glissant les
crochets dans les bonnes cases.
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CHAPITRE 6

Circuits combinatoires typiques

1.1. Objectifs

+ Analyser un circuit combinatoire a partir de son schéma

+ Concevoir un circuit combinatoire a partir d'une
spécification

« Connaitre différentes approches de réalisation

+ Se familiariser avec les principaux circuits combinatoires
courants et leurs fonctions : additionneur, décodeur,
multiplexeur, encodeur, comparateur

« Comprendre le fonctionnement d’'une chaine d'addition
binaire et les mécanismes de propagation et
d'anticipation de retenue

1.2. Circuit combinatoire

Un circuit logique combinatoire est une combinaison de portes
logiques dont la sortie a un instant donné ne dépend que des
valeurs des entrées a cet instant. Un circuit combinatoire a N
entrées et m sorties peut étre représenté par un schéma-bloc,

91
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dans lequel on place généralement les entrées a gauche et les
sorties a droite.

Circuit

vy
I

n entrées combinatoire m sorties

—>r

!

Figure 1 : Circuit combinatoire

Avec N entrées, il est possible de créer 2" combinaisons
différentes des entrées binaires. Pour chaque combinaison, le
circuit peut donner une sortie 0 ou 1. On peut donc préciser la
fonction réalisée par le circuit au moyen d'un tableau de vérité
comportant 2" lignes. Comme nous avons m sorties différentes,
il y aura m, colonnes dans le tableau de vérité pour les fonctions
de sortie. Traditionnellement, on présente les entrées en ordre
croissant de combinaisons binaires.

1.3. Analyse d'un circuit logique combinatoire

Si on se trouve devant le schéma d'un circuit logique dont on ne
connait pas la fonction, on doit en faire I'analyse. La premiére étape
consiste a vérifier qu'il s'agit bien d’'un circuit combinatoire. Si le
schéma ne comporte pas de cellules de mémoire ou de boucles
de rétroaction, on peut conclure que le circuit est combinatoire.
Une boucle de rétroaction consiste en un chemin du circuit par
lequel une valeur d'entrée d'une porte provient, directement ou
indirectement (par l'intermédiaire d'autres portes), de la sortie de
la méme porte. La présence de rétroaction est une caractéristique
des circuits logiques séquentiels, que nous étudierons plus loin.
Pour interpréter le comportement du circuit, nous devons
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déterminer les expressions logiques qu'il met en oeuvre ou établir
son tableau de vérité.
Pour déterminer I'expression logique, on procede ainsi :

1. Etiqueter toutes les sorties des portes qui sont alimentées
par les variables d'entrée du systéme. Les noms de
variables seront arbitraires, mais devraient étre choisis de
facon a faciliter l'interprétation par la suite. Déterminer
les fonctions logiques pour ces variables.

2. Etiqueter les sorties des portes qui sont alimentées par
les variables d'entrée et par les sorties étiquetées a I'étape
précédente. Déterminer les fonctions logiques pour ces
nouvelles variables.

3. Répéter I'étape 2 jusqu'a arriver aux variables de sortie du
systeme.

4. En substituant les expressions logiques des fonctions
identifiées, déterminer l'expression logique pour les
sorties du systéme en fonction des entrées du systeme.

1.3.1. Exemple

Analysons le circuit combinatoire illustré a la figure suivante.

A

F1

Figure 2 : Circuit combinatoire a analyser
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1. Il n'est pas la peine d'étiqueter la sortie de la porte
inverseur. Comme variables intermédiaire, on considére
I, en sortie de la porte ET a trois entrées et [ en sortie
de la porte NOR. On trouve que [; = A’ - B - C et que
ILy=(A+D)y =AD"
2. Onauradonc F} = I - Is.
3. En substituant,
Fi=(A-B-C)-(A-D)=A-B-C-D.
4. Ensimplifiant, on obtient finalement
FR=A-B-C-D.
Tableau 1 : Tableaux de vérité des fonctions intermédiaires et de la sortie
A C B D I I F
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0
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1.4. Conception d'un circuit combinatoire

Concevoir un circuit logique commence avec la formulation de la
ou des fonctions du systtme et se termine avec une
implémentation en portes logiques des fonctions logiques
correspondantes. Voici les étapes a suivre.

1. A partir de I'expression du besoin ou des spécifications du
systeme, déterminer combien d’entrées et de sorties sont
requises, et puis leur assigner des noms de variables. Le
choix des noms devrait faciliter leur interprétation en lien
avec leur fonction.

2. Formuler le tableau de vérité qui décrit les valeurs
logiques que doivent assumer les sorties en fonction des
différentes combinaisons d’entrées.

3. Simplifier les expressions logiques pour les différentes
fonctions, en tenant éventuellement compte des partages
possibles d'éléments intermédiaires.

4. Tracer le circuit logique résultant et le valider (a la main
ou mieux, par simulation).

L'étape 2 est cruciale, car ce qui sera implémenté (s'il n'y a pas
d'erreurs) est exactement ce que le tableau de vérité stipule. On
doit donc s'assurer que le tableau est correctement rempli et
représente véritablement les besoins identifiés. Si des hypothéses
ou des choix doivent étre faits, notamment dans le cas ou
I'expression informelle des besoins est incompléte ou ambigué, ces
choix doivent étre clairement identifiés et documentés, permettant
le cas échéant de les modifier lorsque le systéeme est mis a
I'épreuve en fonctionnement.

Nimporte quelle méthode de simplification peut étre utilisée
pour l'étape 3, mais il faut aussi prendre en compte le type de
portes disponibles pour [limplémentation, les délais de
propagations a travers les portes, le nombre dinterconnexions
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entre sorties et entrées de portes, et tout autre facteur pratique
susceptible d'orienter les décisions.

1.5. Alternatives d'implémentation

Considérons la fonction logique Y correspondant au diag-K de la
figure suivante.

ab

Figure 3 : Diag-K d’'une fonction combinatoire Y a réaliser

1.5.1. Implémentations via la fonction directe

1. Implémentation en somme de produits
En somme de produits, on a Y = bc + a’b + ab’c pour
la fonction et Y’ =a't/ +b'c+ abd pour son
complément. Les implémentations possibles pour la
fonction directe sont illustrées ci-dessous.
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Figure 4 : Implémentation de Y en somme de produits
3 b Q

Figure 5 : Implémentation (en NAND) de Y en somme de
produits

Implémentation en produit de sommes

En produit de sommes, on a
Y =(a+b)(b+ )(a' + ba’ + ¢) pour la fonction et
Yi=0+d)a+V)(a +b+c) pour  son
complément. Les implémentations possibles pour la
fonction directe sont illustrées ci-dessous.
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Do

Figure 6 : Implémentation de Y en produit de sommes
3 b Q

o

Figure 7 : Implémentation (en NOR) de Y en produit de
sommes

1.5.2. Implémentations via la fonction complémentaire

On peut aussi implémenter la fonction a partir de la fonction
complémentaire Y/, en se basant sur le complément
Y=+ ) (a+V)(a + b+ c) et en inversant la sortie.

Voici les implémentations que I'on obtient alors.
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1.

2.

Implémentation en somme de produits
En somme de produits, on a utilisé une porte NOR en sortie

pour obtenir finalement Y.
N B Q

Figure 8 : Implémentation via Y’ en somme de produits
Une autre forme fait appel a des portes NAND au premier

niveau.
N Q Q

Figure 9 : Implémentation via Y’ en somme de produits

Implémentation en produit de sommes
En produit de sommes, en se basant sur le complément
Y=0+d)(a+b)(a +b+c). On a encore ici

deux variantes selon le type de portes utilisées.
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o

Figure 10 : Implémentation via Y’ en produit de sommes
3 b Q

| ro:

Figure 11 : Implémentation via Y en produit de sommes

1.6. Circuits logiques combinatoires classiques

Nous allons maintenant nous intéresser a un certain nombre de
fonctions typiques que l'on rencontre fréquemment en circuits
logiques. Ce sera aussi l'occasion de mettre en pratique les
approches de conception que nous avons vues.
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1.7. Additionneur binaire

Une des opérations binaires les plus utilisées est I'addition (et la
soustraction). Nous avons présenté a la section Addition de
nombre non signés le tableau de vérité pour un additionneur
binaire dont les entrées sont a; et b;, les bits des nombres &
additionner, et aussi 7j—1, la retenue provenant de la position
© — 1. En sortie, on aura la somme S; et la retenue R;. Notez que
pour bien distinguer la retenue d'entrée de la retenue de sortie,
nous utilisons un symbole minuscule, 7;—1, pour I'entrée et un
symbole majuscule, R;, pour la sortie.

ai —p

b i —p —Pp R
- Additionneur -
r(i - 1) —» —p» S_i

Figure 12 : Schéma-bloc d'un additionneur complet
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Tableau 2 : Tableau de vérité pour I'additionneur binaire

a; b; Ti—1 R; S;
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0

1.7.1. Demi-additionneur

Un circuit logique qui effectue I'addition de deux bits est appelé
un demi-additionneur. Mais ce qu'il nous faut vraiment, c’'est un
additionneur complet, c'est-a-dire un circuit de trois entrées qui
fait I'addition de trois bits, puisqu'il faudra pouvoir tenir compte
de la retenue du niveau précédent pour effectuer I'addition sur un
niveau. Il est possible d'implémenter I'additionneur complet avec
deux demi-additionneurs.

Tableau 3 : Tableau de vérité pour un demi-additionneur

a; b; R; S;
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1

1 1 1 0

A partir du tableau de vérité, on peut trouver que pour un demi-
additionneur, S; = a;b} + a,b; = a; Xor b; et R; = a;b;.
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|

Figure 13 : Circuit demi-additionneur (en S de P)
a.
1
R

Figure 14 : Circuit demi-additionneur avec porte XOR

1.7.2. Additionneur complet

Une addition binaire compléte de deux arguments constitués de 71
bits procéde du bit le moins significatif vers le bit le plus significatif,
en additionnant & chaque étape trois bits : a; b; et 7;—1 et en
produisant une somme S; et une retenue R;.
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ab
r 00 01 11 10

Figure 15 : Diag-K pour .5}, additionneur complet

ab
r 00 01 11 10
)
ol O 1

0 0
)
1 O [ 1 1 1)
\__/
Figure 16 : Diag-K pour R;, additionneur complet
Les expressions simplifiées sont
/17 / / )
S; = aibiri—l + aibﬂ“i_l + aibiri_l + a;biri—1
R; = a;b; + a;ri—1 + biri—1
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Figure 17 : Circuit additionneur complet pour S;

o~

S| <"

Figure 18 : Circuit additionneur complet pour R;

Comme nous le disions précédemment, il est possible de combiner
deux demi-additionneurs pour réaliser un additionneur complet,

comme on peut le voir ici.
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By

., [OF !

Figure 19 : Circuit additionneur complet comportant deux demi-
additionneurs et une porte OU

1.7.3. Additionneur binaire pour 1 bits

Un additionneur binaire est un circuit logique qui permet d'évaluer
la somme arithmétique de deux nombres binaire de 1 bits. Il peut
étre congu en combinant des additionneurs complets en cascade,
en reliant la retenue de sortie provenant de la position 0 (la moins
significative) a I'entrée de retenue de la position 1, la retenue de
sortie provenant de la position 1 a I'entrée de retenue de la position
2, ..., la retenue de sortie provenant de la position © — 1 & I'entrée
de retenue de la position ¢, etc. (figure 20).

Pour en faire un circuit général pouvant également se combiner
en chaine, on prévoit une entrée pour une retenue au niveau 0, 7
et une sortie pour une retenue du dernier niveaun — 1, R,_1.0On
doit donc, pour le chainage, acheminer la sortie retenue du niveau
courant a I'entrée de retenue du niveau suivant.
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b1l al b0 a0

-
-

|
-7
- Y
-
-
-
-

. )
[T g — «— «— . «— «—
AC AC AC AC

e o I I

Figure 20 : Chaine d'addition
Cette réalisation en forme de chaine, en réutilisant de facon
systématique un bloc élémentaire, est avantageuse du point de vue
de la complexité et de la flexibilité. Imaginons par exemple le défi
de concevoir un additionneur binaire pour des nombres de quatre
bits avec la méthode classique. Comme il faudrait considérer 9
entrées, le tableau de vérité comporterait 2° = 512 lignes!

1.7.4. Propagation de retenue

L'approche en cascade ne comporte pas que des avantages.
Lorsqu'on effectue I'addition de deux nombres, les bits d’'entrée des
deux arguments et la retenue d’'entrée sont présentés en méme
temps a l'additionneur. Comme dans tout circuit combinatoire, il
faut un certain délai avant que les sorties n'atteignent leur niveau
de sortie final. Ce délai de propagation dépend de la profondeur
du circuit, en nombre de portes élémentaires a franchir de I'entrée
vers la sortie. Et c'est évidemment le chemin le plus long qui
détermine le délai de propagation global.

Dans le cas de l'additionneur, le chemin de propagation le plus
long est celui qui méne a la derniére retenue finale R,—1. En
effet, pour pouvoir calculer 2;,—1, bien que les valeurs de an—1
et bp,—1 soient déja disponibles, il faut attendre que la valeur de
rn—1 = I%p_2 soit stabilisée avant que le calcul puisse s'effectuer
avec les bonnes valeurs. Il en est de méme avec le bloc précédent,
et ainsi, en remontant la chaine vers 7, on trouve le chemin de
propagation de retenue comme chemin le plus long.

Pour déterminer le nombre de portes a franchir pour le chemin
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de propagation de retenue, nous avons ajouté deux sorties
intermédiaires & notre circuit d’additionneur complet, P; et (5;
, permettant de récrire la sortie comme S; = P; Xorr; et la
retenue de sortie comme R; = P;r; + (G;. Les signaux P; et
(&; ne dépendent que des entrées et sont donc disponibles aprés
le délai des portes ET et XOR. Le chemin de 7; a R; passe par
une porte ET et une porte OU. Pour un additionneur de N bits
comprenant 12 additionneurs complets, on aura une profondeur de
retenue totale de 2n portes.

@ O o
¢ - ! ©Si

., [OF !

Figure 21 : Circuit additionneur complet montrant les signaux
intermédiaires P; et G;

1.7.5. Anticipation de retenue

Les valeurs calculées par le circuit complet en chaine ne seront
valides et ne devront étre prises en compte que lorsque le délai
maximal se sera écoulé. Entre-temps, les valeurs binaires
présentes aux différentes sorties assumeront typiquement des
valeurs changeantes jusqu'a la stabilisation finale. Le délai de
propagation de retenue est un facteur qui limite la vitesse a
laquelle on pourra calculer la somme de deux nombres. Et comme
I'addition est une opération souvent utilisée, parfois a répétition,
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pour réaliser d'autres opérations arithmétiques, cette limitation est
problématique.

Il serait en théorie possible de ramener a un minimum le délai
de calcul de la retenue finale en réalisant cette fonction en deux
niveaux, par exemple avec un produit de sommes. Cette option n'est
pas réaliste, car le nombre d'entrées a considérer en parallele est
prohibitif.

Comme solutions de compromis intermédiaires, un certain
nombre de mécanismes ont été élaborés, dont l'approche par
anticipation de retenue, que nous allons explorer ici. On fait appel
aux deux signaux P; = a; Xorb; et G; = a;b;, qui donnent
respectivement pour la sortie et la retenue de sortie

S’i = Pz Xor ri—1
Ri=Piri1+G;

(; est le signal qui indique la génération de retenue, produisant
une retenue lorsque a; et b; sont tous deux & 1, sans égard a la
valeur de la retenue d'entrée 7;—1. Le signal P; est l'indicateur de
propagation de retenue, parce qu'il détermine si la retenue du
niveau précédent 1;,—1 sera propagée a R;.

En partant du niveau 0, voici les expressions pour les différentes
retenues :

R() =Ty = in
Ry = Go + PoRy

Ry =G1+ PRy = G1 + PiI(Go+ PoRo) = G1 + PGy + PL Py Ry

R3 = Go+ PoRy = Go + PG + P PiGo + PoPi Py Ry
etc.

Les expressions pour les retenues successives sont en forme
somme de produits, ce qui mene a une implémentation a deux
niveaux pour calculer les retenues rapidement. Contrairement a
'approche de propagation de retenue, toutes les retenues sont
obtenues aprés un méme délai équivalent a une profondeur de
deux portes. En calculant d'abord les différentes valeurs de P; et
(&, pour chaque niveau et en utilisant ces résultats intermédiaires
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pour, d'une part, alimenter le circuit d'anticipateur de retenue et,
dautre part, effectuer S; = P;Xorr; on obtient un
additionneur paralléle plus rapide que la configuration en cascade.

r, [O}

2

i

P()
R
G, !
Rﬂ
Figure 22 : Circuit d'anticipateur de retenue pour n = 4
1.7.6. Soustraction
Pour effectuer une soustraction A — B, il faut effectuer

A + (—B), cest-a-dire additionner le complément a deux de BB
a A. On détermine le complément a deux en obtenant d’abord le
complément a un en complémentant chaque bit et en additionnant
ensuite 1 a cette valeur par le biais de I'entrée de retenue de



CIRCUITS COMBINATOIRES TYPIQUES 111

I'additionneur. Il est ainsi possible de concevoir un additionneur/
soustracteur commandé par un signal de contrdle O.Si O = (), le
circuit calcule A + (B) etsi O = 1, le circuit calcule A + (—B).
La complémentation de B se fait au moyen de portes XOR qui
calculent O Xor b; et dont la sortie est acheminée a I'entrée B de
I'additionneur. Lorsque que l'entrée () = 1, leur sortie vaut b;.

i S A
A ‘V AV .All @0

R, )

Or I
Oor I

1
b
A
&l
b
1.
D
A

fulladderxor
fulladder>
fulladder>

Figure 23 : Circuit additionneur/ soustracteur 4 bits

1.7.7. Débordements

Un additionneur ou un soustracteur est concu en fonction d'une
taille de nombres n. Lorsque le résultat de I'opération dépasse la
limite pouvant étre représentée, on doit détecter cette condition et
la signaler par un signal binaire.

Le cas de l'addition de nombres non signés est le plus simple.
Il suffit de surveiller la retenue du niveau le plus significatif. Une
retenue de 1 signifie un débordement de I'addition.

Les calculs avec des nombres signés en complément a deux
peuvent aussi occasionner des débordements, mais la détection
doit tenir compte des bits qui indiquent le signe des nombres.
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L'addition de deux nombres de signes différents ne peut pas
occasionner de débordement, puisque la valeur absolue du
résultat sera nécessairement moindre que celle du plus grand des
nombres initiaux. Un débordement ne peut donc se produire que
si les deux nombres additionnés sont de méme signe, deux positifs
ou deux négatifs.

Prenons le cas de nombres représentés sur huit bits en
complément a deux. La gamme représentable va de -128 a +127
avec un bit qui représente le signe. Si on additionne (+50)10 =
(00110010)2 avec (+100)10 = (01100100)2, on aura un
débordement, car 150 > 127. On voit dans le tableau suivant
les bits qui seront produits par I'addition, avec en évidence les
retenues des deux derniers niveaux. Le bit de signe a été séparé
des autres.

Tableau 4 : Addition de (+50)10 + (+100)10 = (00110010)2 + (01100100)2

Retenues 0 1
0 0110010
0 1100100
1 0010110

Refaisons le méme exercice avec deux nombres négatifs : on
additionne (-50)10 = (1100 1110)2 avec (-100)10 = (1001 1100)2, qui
créera aussi un débordement.

Tableau 5 : Addition de (-50)10 + (-100)10 = (1100 1110)2 + (1001 1100)2

Retenues 1 0
1 100 1110
1 001 1100
0 1101010

On peut dans les deux cas détecter le débordement en observant
que la retenue du dernier niveau et la retenue de l'avant-dernier
niveau sont différentes. On peut vérifier facilement que les autres
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cas sans débordement donnent des retenues égales. Donc, si on
fait un OU-exclusif entre ces deux retenues, un résultat 1 indiquera
un débordement. Ce mécanisme de détection de débordement a
été ajouté au circuit additionneur/soustracteur 4 bits dans la figure
suivante pour générer le signal D qui indique un débordement.

s i s

) U )

Or I
Oor I

a
i-1
t

fulladders

5 O—19 o © ©

D ©

Figure 24 : Circuit additionneur/soustracteur 4 bits avec
débordement

1.8. Multiplexeur

Un multiplexeur est un circuit combinatoire qui sélectionne le
signal qui provient d'une de ses entrées, et fait que sa sortie est
égale a I'entrée sélectionnée. Les signaux de sélection fonctionnent
typiqguement selon un encodage binaire, ce qui suppose un
nombre d'entrées de la forme 2". On désigne le multiplexeur par
le nombre de signaux d’entrées a sélectionner.
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1.8.1. Multiplexeur deux-vers-un

Le multiplexeur le plus simple utilise un seul signal de sélection S
qui permet de choisir une de deux entrées Iy ou I; pour agir sur la

sortie Y.
“

1, [0
1, [& !

Figure 25 : Circuit du multiplexeur deux-vers-un

1, @_(J O v

Figure 26 : Symbole du multiplexeur deux-vers-un

1.8.2. Multiplexeur quatre-vers-un

Un multiplexeur quatre-vers-un permet de choisir une de quatre
entrées en utilisant deux signaux de sélection. Pour simplifier la
représentation symbolique, les deux signaux de sélection sont
représentés comme un seul fil, qui correspond en fait a une paire
de signaux Sp et Sp. Pour un multiplexeur a 2™ entrées, on aurait
un vecteur de 1 signaux de sélection.
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iR

~
2

B

Figure 28 : Symbole du multiplexeur quatre-vers-un

Tableau 6 : Tableau de vérité du multiplexeur quatre-vers-un

S S0 Y
0 0 Iy
0 1 I
1 0 I

1 1 I3
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1.9. Décodeur

Un décodeur est un circuit combinatoire qui sert a interpréter des
données encodées, le plus souvent en binaire. Il prend un groupe
(vecteur) de M bits en entrée, et active une sortie parmi jusqu'a
2™ sorties différentes. Dans le cas ou certaines combinaisons
d’entrées ne sont pas utilisées, 